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$❤❡✐& ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝$✐✈✐$✐❡/ ❜❡❢♦&❡ $❤❡ ❯❙ ♠♦&$❣❛❣❡ ❝&✐/✐/✳ ❋❛❝❝❤✐♥✐ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ /❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇♦&❦
✈✐/❛ ✐/ ♣♦/✐$✐✈❡❧② ❛✛❡❝$❡❞ ❜② ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥ ✐♠♠✐❣&❛$✐♦♥ ✐//✉❡/✳ ▲✉❞❡♠❛ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❇♦♠❜❛&❞✐♥✐ ❛♥❞
❚&❡❜❜✐ ✭✷✵✶✷✮ /$✉❞② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ❛ $&❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥$❡①$✳ ❍✐❧❧ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ /$✉❞② ✜&♠
♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❑❡&& ❡$ ❛❧✳ ✭❢♦&$❤❝♦♠✐♥❣✮ ♣&♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦/$/ $♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✺
▼❛$❝❤✐♥❣ ✜&♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛$❛ /❡$/ ✇✐$❤♦✉$ ✉♥✐P✉❡ ✐❞❡♥$✐✜❡&/ $❤❛$ ❧✐♥❦ &❡❝♦&❞/ ✐/ $❡❞✐♦✉/ ❛♥❞ &❡P✉✐&❡/ /♦✲❝❛❧❧❡❞
❢✉③③② /$&✐♥❣ ♠❛$❝❤✐♥❣ ♠❡$❤♦❞/✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ♠✐//♣❡❧❧✐♥❣/ ♦❢ ✜&♠ ♥❛♠❡/ ✐♥ ❞✐✛❡&❡♥$
❞❛$❛ /❡$/✳
✻
❚❤❡ ❯❙ ❢❡❞❡&❛❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛$❛ ■ ✉/❡ ❛&❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐/❝❧♦/✉&❡ ❆❝$ ♦❢ ✶✾✾✺ ❛♥❞ ❛&❡ ❝♦❧❧❡❝$❡❞ ❜② $❤❡
❙❡♥❛$❡ ❖✣❝❡ ♦❢ W✉❜❧✐❝ ❘❡❝♦&❞/ ✭❙❖W❘✮✳ ❚❤❡ ❈❡♥$❡& ❢♦& ❘❡/♣♦♥/✐✈❡ W♦❧✐$✐❝/ ✭❈❘W✮ ❝❧❡❛♥/ $❤❡ ❞❛$❛ ❛♥❞
♣✉❜❧✐/❤❡/ $❤❡♠ ♦♥ ✐$/ ✇❡❜/✐$❡ ♦♣❡♥/❡❝&❡$/✳♦&❣✳
✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ●❊◆❊❘❆▲ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ♣❡,❢♦,♠✐♥❣ ♥♦♥♣❛,❛♠❡/,✐❝ ❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈ /❡5/5✮✳ ❋♦, ✐♥5/❛♥❝❡✱
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠5 ❤❛✈❡ 24.4% ❤✐❣❤❡, 5❛❧❡5 ❛♥❞ 3.7% ❤✐❣❤❡, ❚❋=✳ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠5 ❛❧5♦ ❡①✲
♣❡,✐❡♥❝❡ 5✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ❤✐❣❤❡, ♦♥❡✲②❡❛,✲❛❤❡❛❞ ❣,♦✇/❤ ,❛/❡5 ✐♥ ✈❛,✐♦✉5 ✜,♠ ❝❤❛,❛❝/❡,✐5/✐❝5✱
5✉❝❤ ❛5 5❛❧❡5✱ ❚❋=✱ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡5✳ ❯5✐♥❣ /❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥5✐♦♥5 ♦❢ ♠②
❞❛/❛ ❛♥❞ /❤❡ ✈❛,✐❛/✐♦♥ ✐♥ ❧♦❜❜② ❡♥/,② ❛♥❞ ❡①✐/✱ ■ 5❤♦✇ /❤❛/ ❞✐✛❡,❡♥❝❡5 ✐♥ ✜,♠ ❝❤❛,❛❝✲
/❡,✐5/✐❝5 ♣,❡❞❛/❡ ❧♦❜❜② ❡♥/,②✱ ❛♥❞ /❤❛/ ✐♥✐/✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠5 ❞♦ ♥♦/ ❡①♣❡,✐❡♥❝❡ ❤✐❣❤❡,
❛✈❡,❛❣❡ ❣,♦✇/❤ ,❛/❡5✳ ❖✈❡,❛❧❧✱ ■ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦, ♦❢ 5❡❧❢✲5❡❧❡❝/✐♦♥ ♦❢ ✜,♠5 ✐♥/♦
❧♦❜❜②✐♥❣✱ ❥✉5/✐❢②✐♥❣ /❤❡ /❤❡♦,❡/✐❝❛❧ ❤❡/❡,♦❣❡♥❡♦✉5 ✜,♠5 ❛♣♣,♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣/❡, ✷ ❛♥❞ ✐♥
❈❤❛♣/❡, ✹✳
❋♦, /❤❡ 5❡❝♦♥❞ ,❡5❡❛,❝❤ J✉❡5/✐♦♥✱ ■ 5❤♦✇ /❤❛/ ❝♦♥/,♦❧❧✐♥❣ ❢♦, ✜,♠ 5✐③❡✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠5
❛,❡ ✉♣ /♦ 200% ♠♦,❡ ❧✐❦❡❧② /♦ ,❡❝❡✐✈❡ 5✉❜5✐❞✐❡5✳ ❉✉❡ /♦ ♦❜5❡,✈✐♥❣ ❜♦/❤ /❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣
❛❣❡♥❝② ♦❢ ❛ ❢❡❞❡,❛❧ ❣,❛♥/ ❛♥❞ /❤❡ ❛❣❡♥❝✐❡5 ❛ ✜,♠ ❧♦❜❜✐❡❞✱ ■ 5/,❡♥❣/❤❡♥ /❤✐5 ,❡5✉❧/ ❜②
❛♥❛❧②③✐♥❣ /❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ❢❡❞❡,❛❧ ❣,❛♥/5 ❛/ /❤❡ ✜,♠✲②❡❛,✲❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧ ✕ /❤❡
❤✐❣❤❡5/ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐5❛❣❣,❡❣❛/✐♦♥ ✐♥ ♠② ❞❛/❛✳ ■ 5❤♦✇ /❤❛/ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛,/✐❝✉❧❛, ❢❡❞❡,❛❧
❛❣❡♥❝② 5✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ✐♥❝,❡❛5❡5 /❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❣,❛♥/ ❢,♦♠ ❡①❛❝/❧② /❤❡ 5❛♠❡
❛❣❡♥❝②✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ /❤❡ ❡5/✐♠❛/❡❞ ♠❛,❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝/ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛,/✐❝✉❧❛, ❢❡❞❡,❛❧ ❛❣❡♥❝②
✐5 ❜② ❛♥ ♦,❞❡, ♦❢ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ❧❛,❣❡, /❤❛♥ /❤❡ ❡5/✐♠❛/❡❞ ❡✛❡❝/ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡,❛❧✳
❆♥5✇❡,✐♥❣ /❤❡ /❤✐,❞ ,❡5❡❛,❝❤ J✉❡5/✐♦♥✱ ■ ✜,5/ 5❤♦✇ /❤❛/ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠5 ,❡❝❡✐✈❡ ✉♣
/♦ 51% ❤✐❣❤❡, 5✉❜5✐❞② ♣❛②♠❡♥/5✳ ▼❡❛5✉,✐♥❣ ,❡/✉,♥5 ♦♥ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐/✉,❡5 ✐♥ /❡,♠5
♦❢ ,❡❝❡✐✈❡❞ 5✉❜5✐❞✐❡5✱ ■ ✜♥❞ /❤❛/ ♦♥❡ ❯❙✲❞♦❧❧❛, ♠♦,❡ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥5❡5 ✐♥❝,❡❛5❡5 /❤❡
❛♠♦✉♥/ ♦❢ 5✉❜5✐❞✐❡5 ,❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ✉♣ /♦ 9.65 ❯❙✲❞♦❧❧❛,5✱ ♦, ❛ ,❡/✉,♥ ♦♥ ✐♥✈❡5/♠❡♥/ ♦❢
865%✳ ❖❢ ❝♦✉,5❡✱ ,❡❝❡✐✈❡❞ 5✉❜5✐❞✐❡5 ❛,❡ ♦♥❧② ❛♥ ✐♠♣❡,❢❡❝/ ♠❡❛5✉,❡ ♦❢ /❤❡ ,❡/✉,♥5 /♦
❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❆❝❝♦,❞✐♥❣❧②✱ ♠② ❡5/✐♠❛/❡5 5❤♦✉❧❞ ❜❡ 5❡❡♥ ❛5 ❧♦✇❡, ❜♦✉♥❞5 ♦♥ /❤❡ /,✉❡ ,❡/✉,♥5
/♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧5♦ ❛5❦ ✐❢ 5✉❝❤ ❤✐❣❤ ,❡/✉,♥5 ❛,❡ ,❡❛❧✐5/✐❝ ❛♥❞ ✐❢ 5♦✱ ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦/
♦❜5❡,✈❡ ♠♦,❡ ✜,♠5 ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❋✐,5/ ♦❢ ❛❧❧✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛,✐5♦♥ /♦ ❡5/✐♠❛/❡❞ ,❡/✉,♥5 ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣
❡①♣❡♥❞✐/✉,❡5 ♦❢ 22, 000% ✐♥ ❆❧❡①❛♥❞❡, ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ♠② ❡5/✐♠❛/❡5 ❧✐❡ ✇✐/❤✐♥ ❛ 5♠❛❧❧❡,
❛♥❞ ♠♦,❡ ,❡❛5♦♥❛❜❧❡ ,❛♥❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐/❤ ❤✐❣❤ ♦❜5❡,✈❡❞ ,❡/✉,♥5 /♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ❤✐❣❤
✜①❡❞ ❝♦5/5 /♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♠❛② ♣,❡✈❡♥/ ✜,♠5 ❢,♦♠ ❡♥/❡,✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❊♠♣✐,✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦,
❝♦♥5✐❞❡,❛❜❧❡ ❧♦❜❜② ✜①❡❞ ❝♦5/5 ❤❛5 ❜❡❡♥ ,❡❝❡♥/❧② ❞♦❝✉♠❡♥/❡❞ ✐♥ ❑❡,, ❡/ ❛❧✳ ✭❢♦,/❤❝♦♠✐♥❣✮✳
❚❤✉5✱ ♠② ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣5 ♦❢ ❈❤❛♣/❡, ✸ 5✉❣❣❡5/ /❤❛/ ✜,♠5 ✇✐/❤ ❜❡//❡, ✜,♠ ❝❤❛,✲
❛❝/❡,✐5/✐❝5 5❡❧❢✲5❡❧❡❝/ ✐♥/♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ /❤❛/ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛5 ❛ 5/,♦♥❣ ♣♦5✐/✐✈❡ ❡✛❡❝/ ♦♥ /❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ /♦ ❜❡ 5✉❜5✐❞✐③❡❞✱ ❛♥❞ /❤❛/ ✐♥ /❡,♠5 ♦❢ 5✉❜5✐❞✐❡5 /❤❡,❡ ❛,❡ 5✉❜5/❛♥/✐❛❧ ,❡/✉,♥5
/♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✶✳✸ ❊①♣♦'( ❙✉❜,✐❞✐❡,✱ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❍❡(❡'♦❣❡♥❡♦✉, ❋✐'♠,
■♥ ❈❤❛♣/❡, ✹✱ ■ ♣,❡5❡♥/ ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ✈❡,5✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣/❡, ✷ /♦
5/✉❞② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦, ❡①♣♦,/ 5✉❜5✐❞✐❡5 ✐♥ ❛ ❤❡/❡,♦❣❡♥❡♦✉5 ✜,♠5 ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥/❡,♥❛/✐♦♥❛❧
/,❛❞❡✳ =,❡❞✐❝/✐♥❣ /❤❛/ ❧❛,❣❡ ✜,♠5 ❣❛✐♥ ❛♥❞ 5♠❛❧❧ ✜,♠5 ❧♦5❡ ❢,♦♠ /,❛❞❡ ❧✐❜❡,❛❧✐③❛/✐♦♥5✱
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❧♦✇✱ +❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜+♠( ✐♥ ❲❡(/❡+♥ ●❡+♠❛♥② ❛+❡ ❧❛+❣❡+ ❛♥❞ ✇❡+❡ ❛❧+❡❛❞② ♠♦+❡ ♣+♦✜/❛❜❧❡
❜❡❢♦+❡ +❡❝❡✐✈✐♥❣ (✉❜(✐❞✐❡(✳
✺
❚❤❡(❡ ♣❛//❡+♥( ❝♦♥✜+♠ /❤❡ /❤❡♦+❡/✐❝❛❧ ♣+❡❞✐❝/✐♦♥( ♦❢ ♠②
♠♦❞❡❧✳
❙♦♠❡ ❛✉/❤♦+( ❛❧(♦ ✐♥/+♦❞✉❝❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ▼❡❧✐/③✲/②♣❡ ♠♦❞❡❧(✳ ❆❜❡❧✲❑♦❝❤ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞
❘❡❜❡②+♦❧ ❛♥❞ ❱❛✉❞❛② ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❛❧②③❡ ✜①❡❞ ❝♦(/( ♦❢ ♣+♦❞✉❝/✐♦♥ ♦+ ❡♥/+② ❛( ♣♦❧✐❝② ✐♥(/+✉✲
♠❡♥/(✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮ ♠❛❦❡ ✉(❡ ♦❢ /❤❡ ♦♣♣♦(✐♥❣ ✐♥/❡+❡(/( ♦❢ ❞♦♠❡(/✐❝ ❛♥❞
❡①♣♦+/✐♥❣ ✜+♠( /♦ ♠♦❞❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦+ ❛♥ ✐♠♣♦+/ /❛+✐✛✳ ■♥ ❝♦♥/+❛(/ /♦ ♠② ❛♣♣+♦❛❝❤✱
/❤❡(❡ ♣❛♣❡+( /❛❦❡ /❤❡ ❧♦❜❜② ✐/(❡❧❢ ♦+ /❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜+♠( ❛( ❡①♦❣❡♥♦✉(❧② ❣✐✈❡♥
❛♥❞ ✜+♠ ❤❡/❡+♦❣❡♥❡✐/② ✐( ♥♦/ ❡①♣❧♦✐/❡❞ /♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ ❧♦❜❜② ❢♦+♠❛/✐♦♥✳
❊♥❞♦❣❡♥♦✉( ❧♦❜❜② ❢♦+♠❛/✐♦♥ ❤❛( ❜❡❡♥ (/✉❞✐❡❞ ❜② ▼✐/+❛ ✭✶✾✾✾✮✳ ❲❤✐❧❡ ❤✐( ♣❛♣❡+
❧♦♦❦( ❛/ ❧♦❜❜② ❢♦+♠❛/✐♦♥ ❛❝+♦(( ✐♥❞✉(/+✐❡(✱ ■ ❢♦❝✉( ♦♥ ❧♦❜❜② ❢♦+♠❛/✐♦♥ ✇✐/❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉(✲
/+②✳ ■♥ ❛ +❡❧❛/❡❞ (/✉❞②✱ ❇♦♠❜❛+❞✐♥✐ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❛❧②③❡( ❧♦❜❜② ♣❛+/✐❝✐♣❛/✐♦♥ ❛❝+♦(( ✜+♠(✳ ■♥
❤❡+ ♣❛♣❡+✱ ✜+♠( ❝❛♥ ♣❛+/✐❝✐♣❛/❡ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦+ ✐♥❞✉(/+② (♣❡❝✐✜❝ /+❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡(✱ ✇❤✐❝❤
❜❡♥❡✜/ ❛❧❧ ❞♦♠❡(/✐❝ ✜+♠( ✇✐/❤✐♥ /❤❡ ✐♥❞✉(/+②✳ ■♥ ❝♦♥/+❛(/✱ ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ ✜+♠( ♣❛+/✐❝✐♣❛/❡
✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ /♦ +❡❝❡✐✈❡ ❜❡♥❡✜/( ❛/ /❤❡ ❡①♣❡♥(❡ ♦❢ ♦/❤❡+ ✜+♠( ✇✐/❤✐♥ /❤❡ ✐♥❞✉(/+②✳ ❚❤✐(
✹
▼❡❧✐$③ ✭✷✵✵✸✮ ❡①$❡♥❞. $❤❡ ❢1❛♠❡✇♦1❦ ✐♥ ❍♦♣❡♥❤❛②♥ ✭✶✾✾✷✮ $♦ ♠♦♥♦♣♦❧✐.$✐❝ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡1❛❧ ❡>✉✐✲
❧✐❜1✐✉♠ .❡$$✐♥❣✳ ❙❡❡ ❘❡❞❞✐♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦1 ❛ ❝♦♠♣1❡❤❡♥.✐✈❡ 1❡✈✐❡✇ ♦♥ ✐♥$❡1♥❛$✐♦♥❛❧ $1❛❞❡ $❤❡♦1② ❛♥❞ ✜1♠
❤❡$❡1♦❣❡♥❡✐$②✳ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥$❛1②✱ ❇❡1♥❛1❞ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ 1❡✈✐❡✇ ❡♠♣✐1✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ✜1♠ ❤❡$❡1♦❣❡♥❡✐$② ✐♥ $❤❡
❝♦♥$❡①$ ♦❢ ✐♥$❡1♥❛$✐♦♥❛❧ $1❛❞❡✳
✺
●✐✈❡♥ $❤❡ ♣❛1$✐❝✉❧❛1 ❤✐.$♦1✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ .✐$✉❛$✐♦♥ ✐♥ ●❡1♠❛♥②✱ $❤❡ 1❡.✉❧$. ♦❢ ❲❛❣♥❡1 ✭✷✵✶✵✮ ❞✐✛❡1 ❢♦1
❲❡.$❡1♥ ❛♥❞ ❊❛.$❡1♥ ●❡1♠❛♥②✳ ■♥ ❤✐. ❞❛$❛.❡$✱ ♦♥❧② 3.35% ♦❢ $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉1✐♥❣ ✜1♠. ✐♥ ❲❡.$❡1♥ ●❡1♠❛♥②
❛♥❞ 17.27% ✐♥ ❊❛.$❡1♥ ●❡1♠❛♥② 1❡❝❡✐✈❡❞ .✉❜.✐❞✐❡. ✐♥ ✷✵✵✻✳ ❙✉❜.✐❞✐③❡❞ ♠❛♥✉❢❛❝$✉1❡1. ✐♥ ❊❛.$❡1♥ ●❡1♠❛♥②
❛1❡ ❛❧.♦ ❧❡.. ♣1♦❞✉❝$✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡.. ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐$❛❧ ✐♥$❡♥.✐✈❡ ✜1♠.✳
✶✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
✇✐"❤✐♥✲✐♥❞✉(")② ❝♦♥✢✐❝" ❧❡❛❞( "♦ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥"❛)② ✐♥(✐❣❤"( ✐♥"♦ ❧♦❜❜② ♣❛)"✐❝✐✲
♣❛"✐♦♥ ❛❝)♦(( ✜)♠(✳
✻
❆ ❣)♦✇✐♥❣ ❜♦❞② ♦❢ ("✉❞✐❡( ❡♠♣❧♦② ❯❙ ✜)♠✲❧❡✈❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛"❛✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ "❤)♦✉❣❤ "❤❡ ✶✾✾✺ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐(❝❧♦(✉)❡ ❆❝" ✭❡✳❣✳✱ ❆♥(♦❧❛❜❡❤❡)❡ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❇♦♠✲
❜❛)❞✐♥✐ ❛♥❞ ❚)❡❜❜✐ ✭✷✵✶✷✮✱ ❈❤❡♥ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ▲✉❞❡♠❛ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ■❣❛♥ ❡" ❛❧✳
✭✷✵✶✶✮✮✳ ❆( ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ♠♦(" )❡❝❡♥" ♣❛♣❡)( ✐♥ "❤✐( ❧✐"❡)❛"✉)❡✱ ❑❡)) ❡" ❛❧✳ ✭❢♦)"❤❝♦♠✲
✐♥❣✮ ♣)♦✈✐❞❡ ♥♦✈❡❧ ✜)♠✲❧❡✈❡❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❧② ")❛❞❡❞ ❯❙ ✜)♠(✳
❲❤✐❧❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ✜)♠( ❛)❡ ♣♦❧✐"✐❝❛❧❧② ❛❝"✐✈❡✱ ❧♦❜❜② ♣❛)"✐❝✐♣❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐✲
"✉)❡( ❛)❡ ♣♦(✐"✐✈❡❧② ❝♦))❡❧❛"❡❞ ✇✐"❤ ✜)♠ (✐③❡✳ ❆( ❛ ♠❛✐♥ )❡(✉❧"✱ ❑❡)) ❡" ❛❧✳ ✭❢♦)"❤❝♦♠✐♥❣✮
✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ "❤❛" "❤❡)❡ ❛)❡ ✜①❡❞ ❡♥")② ❝♦("( "♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❚❤✐( (✉♣♣♦)"( "❤❡ ❛((✉♠♣"✐♦♥
♠❛❞❡ ✐♥ ♠② ♣❛♣❡) "❤❛" "❤❡)❡ ❛)❡ ❜❛))✐❡)( "♦ ("❛)" ❧♦❜❜②✐♥❣✳
❚❤❡ )❡(" ♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡) ✐( ♦)❣❛♥✐③❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳ ■♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛❢"❡) ♣)❡(❡♥"✐♥❣ ❛
❜❛(❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❤❡"❡)♦❣❡♥❡♦✉( ✜)♠(✱ ■ ✐♥")♦❞✉❝❡ ❛ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ (✉❜(✐❞② ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣
✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✹✱ ■ ✇♦)❦ "❤)♦✉❣❤ "❤❡ "✇♦ ❝❛(❡( ✇✐"❤ ❧♦✇
❛♥❞ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐(")❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦("(✳ ❋♦) ❜♦"❤ ❝❛(❡(✱ ■ ✜)(" ❞❡)✐✈❡ "❤❡ ❡R✉✐❧✐❜)✐✉♠ ❢♦)
❛ ❣✐✈❡♥ (✉❜(✐❞② )❛"❡ ❜❡❢♦)❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ "❤❡ ❡①✲❛♥"❡ ✇❡❧❢❛)❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ (✉❜(✐❞② ❛♥❞ "❤❡
❡R✉✐❧✐❜)✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡(✳
✷✳✷ ❚❤❡♦&❡'✐❝❛❧ ❢&❛♠❡✇♦&❦
■♥ "❤✐( (❡❝"✐♦♥✱ ■ ❧❛② ♦✉" ❛ ❜❛(❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❤❡"❡)♦❣❡♥❡♦✉( ✜)♠( ❜❡❢♦)❡ ✐♥")♦❞✉❝✐♥❣
❛ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ (✉❜(✐❞② ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✷✳✷✳✶ ❇❛%❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
 !❡❢❡!❡♥❝❡&✳ ❚❤❡)❡ ❛)❡ "✇♦ (❡❝"♦)( ✐♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❛ ❞✐✛❡)❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞( (❡❝"♦) ❛♥❞
❛ (❡❝"♦) ✇❤❡)❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉( ♥✉♠U)❛✐)❡ ❣♦♦❞✱ X✱ ✐( ♣)♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥❡ ✉♥✐" ♦❢ "❤✐( ♦✉"(✐❞❡
❣♦♦❞ ✐( ♣)♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐" ♦❢ ❧❛❜♦) ✐♥♣✉"✱ (✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ✇❛❣❡ )❛"❡ ✐( ✜①❡❞ "♦ ♦♥❡✳
❋♦) (✐♠♣❧✐❝✐"②✱ "❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❧❛❜♦) ✐♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐( ❛❧(♦ ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ "♦ ♦♥❡✱ (✉❝❤ "❤❛"
"♦"❛❧ ❧❛❜♦) ✐♥❝♦♠❡ ✐( ✜①❡❞ "♦ ✉♥✐"② ❛( ✇❡❧❧✳
✼
❚❤❡ R✉❛(✐❧✐♥❡❛) ✉"✐❧✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡
)❡♣)❡(❡♥"❛"✐✈❡ ❝♦♥(✉♠❡) ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②
U(X,Q) = y ln(Q) +X,
✇❤❡)❡ y > 0✳ ❇② ✉"✐❧✐"② ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥✱ y ✐( "❤❡ ❝♦♥("❛♥" ❛❣❣)❡❣❛"❡ ❡①♣❡♥❞✐"✉)❡ ♦♥ ❛❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐✛❡)❡♥"✐❛"❡❞ ✈❛)✐❡"✐❡(✱ y = PQ✳ ❚❤❡ ❈❊❙ ❝♦♠♣♦(✐"❡ ❣♦♦❞ Q ❝♦♥(✐("( ♦❢ ❛
✻
▼② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❞✐✛❡,0 ✐♥ 0❡✈❡,❛❧ ♦2❤❡, ❞✐♠❡♥0✐♦♥0 ❢,♦♠ ❇♦♠❜❛,❞✐♥✐ ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❇♦♠❜❛,❞✐♥✐ ✭✷✵✵✽✮✱
❧♦❜❜② ❡♥2,② ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ✜,♠ ,❛✐0❡0 2❤❡ ❜❡♥❡✜20 ♦❢ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡,0 ♣,♦♣♦,2✐♦♥❛❧ 2♦ 2❤❡ ❡♥2,❛♥2✬0 ✜,♠ 0✐③❡✳
❚❤✐0 ,❡B✉✐,❡0 2❤❛2 ❡❛❝❤ ✜,♠ ✐0 ♦❢ ♣♦0✐2✐✈❡ ♠❛00✱ 0✉❝❤ 2❤❛2 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥2,✐❜✉2✐♦♥0 ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ 2❤❡ ♣♦❧✐2✐❝❛❧
❡B✉✐❧✐❜,✐✉♠✳ ■❢ 2❤❡ ❥♦✐♥2 ❜❡♥❡✜20 ❢,♦♠ ❧♦❜❜② ❡♥2,② ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ✜,♠ ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ 2❤❡ ❧♦❜❜② ❡♥2,② ❝♦020✱
2❤❡ ✜,♠ ✐0 ♥♦2 ❛❧❧♦✇❡❞ 2♦ ❥♦✐♥ 2❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❇♦♠❜❛,❞✐♥✐ ✭✷✵✵✽✮ ✉0❡0 0♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝2♦, ♠♦❞❡❧ ✇✐2❤ ❛ ✜♥✐2❡ 0❡2 ♦❢
❣♦♦❞0✳ ❍❡2❡,♦❣❡♥❡✐2② ✐♥ ✜,♠ 0✐③❡ ✐0 ❞✉❡ 2♦ ❞✐✛❡,❡♥2 ❡♥❞♦✇♠❡♥20 ♦❢ 2❤❡ 0♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝2♦,✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ✜,♠✲❧❡✈❡❧
❞✐✛❡,❡♥❝❡0 ✐♥ ♣,♦❞✉❝2✐✈✐2② ❛,❡ ❛❜0❡♥2✳
✼
■ ✐♠♣❧✐❝✐2❧② ❛00✉♠❡ 2❤❛2 ❛❣❣,❡❣❛2❡ ❧❛❜♦, ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ 2❤❡ ❞✐✛❡,❡♥2✐❛2❡❞ ❣♦♦❞0 0❡❝2♦, ✐0 ❧❡00 2❤❛♥ ♦♥❡✱ 0✉❝❤ 2❤❛2
2❤❡ ❞✐✛❡,❡♥2✐❛2❡❞ ❣♦♦❞0 ❛,❡ ♣,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡B✉✐❧✐❜,✐✉♠✳ ❆❧❧ ,❡0✉❧20 ❤♦❧❞ ✐❢ 2❤❡ ♠❛00 ♦❢ ❧❛❜♦, ✐♥ 2❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐0
❣,❡❛2❡, 2❤❛♥ ♦♥❡✳
✷✳✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶
❝♦♥#✐♥✉✉♠ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛-✐❡#✐❡. ω ∈ Ω✿
Q = [
ˆ
ω∈Ω
q(ω)
σ−1
σ dω]
σ
σ−1 ,
✇❤❡-❡ σ > 1 ❞❡♥♦#❡. #❤❡ ❡❧❛.#✐❝✐#② ♦❢ .✉❜.#✐#✉#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ✈❛-✐❡#✐❡.✱ ❛♥❞ q(ω) ✐. #❤❡
❝♦♥.✉♠❡❞ 5✉❛♥#✐#② ♦❢ ✈❛-✐❡#② ω✳ ❚❤❡ .✉♠ ♦❢ ❛❣❣-❡❣❛#❡ ♣-♦✜#. ❛♥❞ ❧❛❜♦- ✐♥❝♦♠❡ ❞❡✜♥❡.
#♦#❛❧ ✐♥❝♦♠❡ Y = Π + 1, ✇❤✐❝❤ ✐. .♣❡♥❞ ♦♥ #❤❡ ❞✐✛❡-❡♥#✐❛#❡❞ ❣♦♦❞. ❛♥❞ #❤❡ ♦✉#.✐❞❡
❣♦♦❞✱ .✉❝❤ #❤❛# Y = y +X✳ ❯#✐❧✐#② ♠❛①✐♠✐③❛#✐♦♥ ②✐❡❧❞. #❤❡ .#❛♥❞❛-❞ ❈❊❙✲❞❡♠❛♥❞ ❢♦-
✈❛-✐❡#② ω✿
q(ω) = Ap(ω)−σ, A = yP σ−1, ✭✷✳✶✮
✇❤❡-❡ p(ω) ❞❡♥♦#❡. #❤❡ ♣-✐❝❡ ♦❢ ✈❛-✐❡#② ω, ❛♥❞ P ✐. #❤❡ ❞✉❛❧ ♣-✐❝❡ ✐♥❞❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜②
P = [
ˆ
ω∈Ω
p(ω)1−σdω]
1
1−σ . ✭✷✳✷✮
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ✜,♠ ❜❡❤❛✈✐♦,✳ ❋✐-♠. ✉.❡ ❧❛❜♦- ❛. ✐♥♣✉# #♦ ♣-♦❞✉❝❡ #❤❡✐- ✉♥✐5✉❡
✈❛-✐❡#② ✐♥ ❛ ♠❛-❦❡# ✇✐#❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐.#✐❝ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥✳ ❆ ✜-♠ ❞-❛✇. ✐#. ♣-♦❞✉❝#✐✈✐#② ϕ
✭✐✳❡✳✱ #❤❡ ✐♥✈❡-.❡ ♦❢ ✐#. ✈❛-✐❛❜❧❡ ♣❡-✲✉♥✐# ❧❛❜♦- -❡5✉✐-❡♠❡♥#✮ ❢-♦♠ ❛ J❛-❡#♦ ❞✐.#-✐❜✉#✐♦♥
✇✐#❤ .❤❛♣❡ ♣❛-❛♠❡#❡- θ > σ ❛♥❞ .❝❛❧❡ ♣❛-❛♠❡#❡- b > 0✳✽ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛#✐✈❡ ❞✐.#-✐❜✉#✐♦♥
❢✉♥❝#✐♦♥ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜② V (ϕ) = 1 −
(
b
ϕ
)θ
.✉❝❤ #❤❛# #❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#② ❞❡♥.✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐.
v(ϕ) = θb
θ
ϕθ+1
❢♦- ϕ ≥ b✳✾ ▲♦✇ ✈❛❧✉❡. ♦❢ θ ❝♦--❡.♣♦♥❞ #♦ ✏❢❛# #❛✐❧.✑ ♦❢ #❤❡ ♣-♦❞✉❝#✐✈✐#②
❞✐.#-✐❜✉#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡-❡❢♦-❡ #♦ ❣-❡❛#❡- ✜-♠ ❤❡#❡-♦❣❡♥❡✐#②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮✱ #❤❡
.❡# ♦❢ ♣♦""✐❜❧❡ ❡♥()❛♥("✱ J ✱ ✐. ❛ ✜①❡❞ ♠❡❛.✉-❡✳✶✵ ❖♥❧② ❛ .✉❜.❡# ♦❢ #❤♦.❡ ✜-♠. ✇✐❧❧ ❜❡
❛❝#✐✈❡ ✐♥ ❡5✉✐❧✐❜-✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐. ✐♥ ❛ .#❡❛❞② .#❛#❡✱ .✉❝❤ #❤❛# ✜-♠ ❡♥#-② ❡5✉❛❧. ✜-♠
❡①✐#✳ ❆❢#❡- ❛ ✜-♠ ❦♥♦✇. ✐#. ♣-♦❞✉❝#✐✈✐#② ❞-❛✇✱ ✐# ❤❛. #♦ ♣❛② ♣-♦❞✉❝#✐♦♥ ✜①❡❞ ❝♦.#. f #♦
❜❡ ❛♥ ❛❝#✐✈❡ ♣-♦❞✉❝❡-✳ ❚❤❡ .✉♠ ♦❢ #❤❡.❡ ✜①❡❞ ❝♦.#. ❛♥❞ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❝♦.#. ❢-♦♠ ♣-♦❞✉❝✐♥❣
q(ϕ) ✭✐✳❡✳✱ q(ϕ)
ϕ
) ❛-❡ ❛ ✜-♠✬. #♦#❛❧ ❝♦.#. ✭✐✳❡✳✱ #♦#❛❧ ❧❛❜♦- -❡5✉✐-❡♠❡♥#✮ l(ϕ) = q(ϕ)
ϕ
+ f.
❚❤❡-❡❢♦-❡✱ #♦#❛❧ ♣-♦✜#. ♦❢ ❛ ✜-♠ ❛-❡ π(ϕ) = p(ϕ)q(ϕ)− q(ϕ)
ϕ
− f.
❊3✉✐❧✐❜,✐✉♠✳ ❆ ✜-♠ .❡#. #❤❡ ♣-✐❝❡ ♦❢ ✐#. ✈❛-✐❡#② #♦ ♠❛①✐♠✐③❡ #♦#❛❧ ♣-♦✜#. π(ϕ)✳ ❉✉❡
#♦ ❈❊❙ ❞❡♠❛♥❞ ✭❡5✉❛#✐♦♥ ✭✷✳✶✮✮✱ ♣-♦✜# ♠❛①✐♠✐③❛#✐♦♥ ❧❡❛❞. #♦ #❤❡ .#❛♥❞❛-❞ ❝♦♥.#❛♥#
♠❛-❦✉♣ ♣-✐❝✐♥❣ -✉❧❡ ✐♥ #❤❡ ❉✐①✐# ❛♥❞ ❙#✐❣❧✐#③ ✭✶✾✼✼✮ ❢-❛♠❡✇♦-❦✿ p(ϕ) = σ
σ−1
1
ϕ
. ❊5✉✐❧✐❜✲
-✐✉♠ -❡✈❡♥✉❡. ♦❢ ❛ ✜-♠ ❛-❡
r(ϕ) = A [p(ϕ)] 1−σ = A
(
σ − 1
σ
)σ−1
ϕσ−1.
❲✐#❤ ❈❊❙ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡.✱ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♣-♦✜#. ❛-❡ ♣-♦♣♦-#✐♦♥❛❧ #♦ -❡✈❡♥✉❡.✱ πvar(ϕ) = r(ϕ)
σ
✱ .✉❝❤
#❤❛# ❡5✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♣-♦✜#. ♦❢ ❛ ✜-♠ ❛-❡
π(ϕ) =
r(ϕ)
σ
− f = Bϕσ−1 − f, B =
(σ − 1)σ−1
σσ
A. ✭✷✳✸✮
✽
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❚❤❡ ♣$♦❞✉❝)✐✈✐)② ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ✜$♠ )❤❛) ♠❛❦❡5 ③❡$♦ ♣$♦✜)5 ✐5 ✐♠♣❧✐❝✐)❧② ❞❡✜♥❡❞
❜② π(ϕ∗base) = 0. ❯5✐♥❣ ❡9✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ )❤❡ $❡5✉❧)✐♥❣ ♣!♦❞✉❝& ♠❛!❦❡& ❝✉&♦✛ ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜②
ϕ∗base =
(
f
B
) 1
σ−1
. ✭✷✳✹✮
❚❤❡$❡❢♦$❡✱ )❤❡ ♠❛55 ♦❢ ❛❝)✐✈❡ ✜$♠5 ✐5 JA = J(1 − V (ϕ
∗
base)). ◆♦)❡ )❤❛) ❤❡♥❝❡❢♦$)❤ )❤❡
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✱ .✉❝❤ ,❤❛, s = 1 ❝♦((❡.♣♦♥❞. ,♦ ♥♦ ❝♦., (❡❞✉❝,✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞ s¯
✐. ❞❡(✐✈❡❞ ❧❛,❡( ✐♥ ,❤❡ ♣❛♣❡(✳ ❙✐♠✐❧❛( ,♦ ✐❝❡❜❡(❣ ,(❛❞❡ ❝♦.,. ✐♥ ✐♥,❡(♥❛,✐♦♥❛❧ ,(❛❞❡ ,❤❡✲
♦(②✱ ✉.✐♥❣ ❛ .✉❜.✐❞② ♦♥ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❝♦.,. ❦❡❡♣. ,❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐.,✐❝ ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧②
,(❛❝,❛❜❧❡✳
✶✷
❍♦✇❡✈❡(✱ ❜❡②♦♥❞ ♣✉(❡ ,❡❝❤♥✐❝❛❧ (❡❛.♦♥.✱ ,❤❡(❡ ❛(❡ ✈❛(✐♦✉. (❡❛❧ ✇♦(❧❞ ❡①❛♠✲
♣❧❡. ♦❢ ❣♦✈❡(♥♠❡♥, ♣♦❧✐❝✐❡. ,❤❛, (❡❞✉❝❡ ✜(♠.✬ ✈❛(✐❛❜❧❡ ♣(♦❞✉❝,✐♦♥ ❝♦.,.✳ ❋♦( ✐♥.,❛♥❝❡✱
❧♦✇ ✐♥,❡(❡., ❣♦✈❡(♥♠❡♥, ❧♦❛♥.✱ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❡♥❡(❣② .✉❜.✐❞✐❡.✱ ♦( ❜✉.✐♥❡.. ,❛① ❝(❡❞✐,. (❡❞✉❝❡
❛, ❧❡❛., ♣❛(,✐❛❧❧② ✈❛(✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉, ❝♦.,.✳ ■♥ ❑❛♠♠❡(❡( ✭✷✵✶✸❜✮✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦( ❛♥ ❡①♣♦(,
.✉❜.✐❞② ✐. ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ,❤❡ ✐♥,❡(♥❛,✐♦♥❛❧ ,(❛❞❡ ❝♦♥,❡①, ♦❢ ❑❛♠♠❡(❡( ✭✷✵✶✸❜✮✱ ❛ .✉❜.✐❞②
♦♥ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❡①♣♦(, ❝♦.,. ✐. ❡6✉✐✈❛❧❡♥, ,♦ ❛♥ ❡①♣♦(, ♣(♦♠♦,✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ,❤❛, ❧♦✇❡(. ✈❛(✐❛❜❧❡
,(❛♥.♣♦(,❛,✐♦♥ ❝♦.,.✳ ❙✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡.✱ ❧✐❦❡ ❡①♣♦(, ❝(❡❞✐,. ❛♥❞ ❡①♣♦(, ✐♥.✉(❛♥❝❡.✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♣(❡❢❡((❡❞ ❜② ❣♦✈❡(♥♠❡♥,. ❜❡❝❛✉.❡ ,❤❡② ❛(❡ ❧❡.. ❧✐❦❡❧② ,♦ ❜❡ ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ❛. ❲❚❖ ❢♦(❜✐❞❞❡♥
❡①♣♦(, .✉❜.✐❞✐❡.✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ .✉❜.✐❞② ♦♥ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❝♦.,. ❞❡.❝(✐❜❡. ,❤❡ ♥❛,✉(❡
♦❢ ♠❛♥② ❣♦✈❡(♥♠❡♥, .✉❜.✐❞② ♣(♦❣(❛♠. ✈❡(② ✇❡❧❧✳
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■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❈✱ ■ ❝♦♥%✐❞❡" ❛♥ ❛❞✲✈❛❧♦"❡♠ ♦✉&♣✉& %✉❜%✐❞② ❛% ❛♥ ❛❧&❡"♥❛&✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥%&"✉♠❡♥&✳ ❇❡❝❛✉%❡
%✉❜%✐❞② ♣❛②♠❡♥&% ♣❡" ✜"♠ %&✐❧❧ ✐♥❝"❡❛%❡ ✐♥ ✜"♠ %❛❧❡% ❛♥❞ ✜"♠ ♣"♦❞✉❝&✐✈✐&②✱ &❤❡ %❡❧❡❝&✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐%♠ &❤❛&
❞❡&❡"♠✐♥❡% ❡❧✐❣✐❜✐❧✐&② ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ %&✐❧❧ ✇♦"❦%✳ ■♥ ❣❡♥❡"❛❧✱ ♠♦"❡ ♣"♦❞✉❝&✐✈❡ ✜"♠% ✇✐❧❧ %❡❧❡❝& ✐♥&♦ %✉❜%✐❞✐③❡❞
♣"♦❞✉❝&✐♦♥✱ ✐❢ ✜"♠ ♣"♦✜&% ❛"❡ %✉♣❡"♠♦❞✉❧❛" ✐♥ ✜"♠ ♣"♦❞✉❝&✐✈✐&② ❛♥❞ &❤❡ %✉❜%✐❞② "❛&❡✳
✶✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ ❣✐✈❡♥ ❛ .✉❜.✐❞② s✱ %❤❡ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝♦.%. %❤❛% ❛ ✜$♠ %❛❦❡. ✐♥%♦
❛❝❝♦✉♥% ✇❤❡♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐%. ♣$♦✜%. ❛$❡
qs(ϕ)
sϕ
. ▲❡% fs ❞❡♥♦%❡ %❤❡ ❛❞♠✐♥✐.%$❛%✐✈❡ ❝♦.%.
%❤❛% ❤❛✈❡ %♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜$♠ %♦ $❡❝❡✐✈❡ %❤❡ .✉❜.✐❞②✳ ❚♦%❛❧ ❝♦.%. ♦❢ ❛ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ✜$♠
❛$❡ ls(ϕ) =
qs(ϕ)
sϕ
+f +fs, .✉❝❤ %❤❛% ✜$♠ ♣$♦✜%. ❛$❡ πs(ϕ) = ps(ϕ)qs(ϕ)−
qs(ϕ)
sϕ
−f −fs.
✶✸
❆. .❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ %❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ✜$♠ ❤❡%❡$♦❣❡♥❡✐%② ❛♥❞ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❛❞♠✐♥✐.%$❛%✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦.%. ❧❡❛❞. %♦ .❡❧❢✲.❡❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✜$♠. ✐♥%♦ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ♣$♦❞✉❝%✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✜$♠
♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ❧❛$❣❡ ❛♥❞ ♠♦$❡ ❡✣❝✐❡♥% ✜$♠. $❡❝❡✐✈❡ ♣❛②♠❡♥%.✮✳ ❚❤❡ ❦❡② ♠❡❝❤✲
❛♥✐.♠ ✐. %❤❛% .✉❜.✐❞② ♣❛②♠❡♥%. ♣❡$ ✜$♠ ✭♥♦% %❤❡ .✉❜.✐❞② $❛%❡ s✮ ✐♥❝$❡❛.❡ ✇✐%❤ ✜$♠
♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$❡❢♦$❡ ✇✐%❤ ✜$♠ .✐③❡✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ✜①❡❞ ❝♦.%. %♦ $❡❝❡✐✈❡ ♣❛②♠❡♥%. ❛$❡
%❤❡ .❛♠❡ ❢♦$ ❛❧❧ ✜$♠.✳
✶✹
❆. ❛ ❝♦♥.❡C✉❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐%✐♦♥ %♦ %❤❡ ♣$♦❞✉❝% ♠❛$❦❡% ❝✉%♦✛✱
%❤❡$❡ ❡①✐.%. ❛♥ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%② ❝✉%♦✛ ϕ∗L ✇✐%❤ $❡.♣❡❝% %♦ ✜$♠ ♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✜$♠.
✜♥❞ ✐% ♣$♦✜%❛❜❧❡ %♦ ♣❛② %❤❡ ❛❞♠✐♥✐.%$❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦.%. %♦ $❡❝❡✐✈❡ %❤❡ .✉❜.✐❞②✳ ❲✐%❤ %❤❡
.❡% ♦❢ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ✈❛$✐❡%✐❡. ❣✐✈❡♥ ❜② Ωs✱ %❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐. ❞❡✜♥❡❞ ❜②
Ps = [
ˆ
ω∈¬Ωs
p(ω)1−σdω +
ˆ
ω∈Ωs
ps(ω)
1−σdω]
1
1−σ . ✭✷✳✾✮
●✐✈❡♥ %❤❛% ❛ ✜$♠ ♣❛②. %❤❡ ✜①❡❞ ❝♦.%. %♦ $❡❝❡✐✈❡ .✉❜.✐❞✐❡.✱ ✐% ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐%. ♣$♦✜%.
❜② .❡%%✐♥❣ %❤❡ ♠❛$❦❡% ♣$✐❝❡ ♦❢ ✐%. ✈❛$✐❡%② %♦ ps(ϕ) =
σ
σ−1
1
sϕ
. ❊C✉✐❧✐❜$✐✉♠ $❡✈❡♥✉❡. ❛♥❞
♣$♦✜%. ♦❢ ❛ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ✜$♠ ❛$❡ %❤❡♥ $❡.♣❡❝%✐✈❡❧②✱
rs(ϕ) = As [ps(ϕ)]
1−σ = As
(
σ − 1
σ
)σ−1
(ϕs)σ−1 , As = yP
σ−1
s
❛♥❞
πs(ϕ) =
rs(ϕ)
σ
− f − fs = Bs (ϕs)
σ−1 − f − fs, Bs =
(σ − 1)σ−1
σσ
As.
❉❡✜♥❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜$♠. ❛.
ϕ˜L = [
1
1− V (ϕ∗L)
ˆ
∞
ϕ∗L
ϕσ−1v(ϕ)dϕ]
1
σ−1 , ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡$❡ ϕ∗L ❞❡♥♦%❡. %❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%② ❝✉%♦✛ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✜$♠. $❡❝❡✐✈❡ .✉❜.✐❞✐❡. ✭❞❡$✐✈❡❞ ❡①✲
♣❧✐❝✐%❧② ❧❛%❡$ ✐♥ %❤❡ ♣❛♣❡$✮✳ ❆❣❣$❡❣❛%❡ $❡✈❡♥✉❡. ❛♥❞ ❛❣❣$❡❣❛%❡ ♣$♦✜%. ❝❛♥ ❜❡ .♣❧✐% ✉♣
✐♥%♦ $❡✈❡♥✉❡. ❛♥❞ ♣$♦✜%. ♦❢ ❊❧✐❣✐❜❧❡ ✜$♠. ❛♥❞ ◆♦♥✲❊❧✐❣✐❜❧❡ ✜$♠.✿ y = RE + RNE ❛♥❞
Π = σ−1
σ
y
θ
= ΠE + ΠNE✳ ❚❤❡♥✱ JL = J(1 − V (ϕ
∗
L)) ❞❡♥♦%❡. %❤❡ ♠❛.. ♦❢ ✜$♠. %❤❛%
$❡❝❡✐✈❡. .✉❜.✐❞✐❡.✱ ❛♥❞ ❜② ✉.✐♥❣ ❡C✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ❛❣❣$❡❣❛%❡ $❡✈❡♥✉❡. ♦❢ ❛❧❧ .✉❜.✐❞✐③❡❞
✜$♠. ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡..❡❞ ❛.✿
RE = JLrs(ϕ˜L). ✭✷✳✶✶✮
❈♦♥.❡C✉❡♥%❧②✱ ❛❣❣$❡❣❛%❡ ♣$♦✜%. ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜$♠. ❛$❡ ΠE = JLπs(ϕ˜L) =
RE
σ
−JL (f + fs) .
▼♦$❡♦✈❡$✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡ P❛$❡%♦ ❞✐.%$✐❜✉%✐♦♥✱ %❤❡ .❤❛$❡ ♦❢ ❛❝%✐✈❡ ✜$♠. %❤❛% $❡❝❡✐✈❡ .✉❜.✐❞✐❡.
❞❡♣❡♥❞. ♦♥❧② ♦♥ %❤❡ P❛$❡%♦ .❤❛♣❡ ♣❛$❛♠❡%❡$ ❛♥❞ %❤❡ $❛%✐♦ ♦❢ %❤❡ ❝✉%♦✛.✿
JR =
JL
JA
=
(
ϕ∗
ϕ∗L
)θ
. ✭✷✳✶✷✮
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%❤❡"❡ ❛"❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥( %❤❛% ✜"♠( ❤❛✈❡ %♦ ♣❛②✳
✶✹
■♥ ❢❛❝%✱ ✇✐%❤ ❛ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❝♦(%( (✉❜(✐❞②✱ ❡A✉✐❧✐❜"✐✉♠ (✉❜(✐❞② ♣❛②♠❡♥%( ♣❡" ✉♥✐% ♦❢ ♦✉%♣✉% ❡✈❡♥ ❞❡❝"❡❛(❡ ✇✐%❤
✜"♠ (✐③❡✳
✷✳✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✺
❙✉❜#✐❞② ♣❛②♠❡♥,# ♣❡- ✜-♠ ❛-❡ ,❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ,-✉❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❝♦#,# ❢♦- ♦✉,♣✉,
qs(ϕ) ❛♥❞ ,❤❡ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❝♦#,#✿
s−1
s
qs(ϕ)
ϕ
= (s− 1)
(
σ−1
σ
)
rs(ϕ). ❆❣❣-❡❣❛,✐♥❣ ♦✈❡-
❛❧❧ -❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜-♠# ❣✐✈❡# ,❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥,✬# ,♦,❛❧ #✉❜#✐❞② ♣❛②♠❡♥,#✿
S = (s− 1)
σ − 1
σ
RE. ✭✷✳✶✸✮
❋♦- #✐♠♣❧✐❝✐,②✱ ■ ❛##✉♠❡ ,❤❛, ,❤❡ #✉❜#✐❞② ✐# ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❛ ❧✉♠♣✲#✉♠ ,❛① ♦♥ ❧❛❜♦- ✐♥❝♦♠❡✱
#✉❝❤ ,❤❛, ,❤❡ ✉♣♣❡- ❜♦✉♥❞ ♦♥ ,❤❡ #✉❜#✐❞② -❛,❡ s¯ ✐# ✐♠♣❧✐❝✐,❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② S = 1✳ ❲❡❧❢❛-❡
✐# ,❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
Ws = Π+ (1− S) + (y ln(
y
Ps
)− y). ✭✷✳✶✹✮
❚❤❡ ✇❡❧❢❛-❡ ❝❤❛♥♥❡❧# ♦❢ ,❤❡ #✉❜#✐❞② ❝❛♥ ❛❧-❡❛❞② ❜❡ #❡❡♥ ❢-♦♠ ❡J✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✳ ❆❣❣-❡❣❛,❡
#✉❜#✐❞② ♣❛②♠❡♥,# -❡❞✉❝❡ ♥❡, ❧❛❜♦- ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ,❤❡-❡❢♦-❡ ✇❡❧❢❛-❡✳ ❈♦♥#✉♠❡- #✉-♣❧✉#
✐# ❛❧#♦ ❛✛❡❝,❡❞ ❜② ,❤❡ #✉❜#✐❞②✱ ❜❡❝❛✉#❡ ,❤❡ ♣-✐❝❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡#✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❜❡❝❛✉#❡
❛❣❣-❡❣❛,❡ ♣-♦✜,# -❡♠❛✐♥ ❝♦♥#,❛♥,✱ ,❤❡ #✉❜#✐❞② ♦♥❧② #❤✐❢,# ♣-♦✜,# ❛♠♦♥❣ ✜-♠# ✇✐,❤✐♥
,❤❡ ✐♥❞✉#,-②✳
✷✳✷✳✸ ■♥%&♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦& ❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ 3✉❜3✐❞②
■♥ ,❤✐# #❡❝,✐♦♥✱ ■ ♣-❡#❡♥, ❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ #✉❜#✐❞② -❛,❡ ✐# ❡♥❞♦❣❡♥♦✉#❧②
❞❡,❡-♠✐♥❡❞✳ ❆❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥#,-✉♠❡♥, ♦❢ ✐♥,❡-❡#, ✐# ❛ ♣-♦❞✉❝,✐♦♥ #✉❜#✐❞② ✐♥ ♠♦✲
♥♦♣♦❧✐#,✐❝ ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥✱ ,❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ■ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇# ,❤❡ ♠❡♥✉ ❛✉❝,✐♦♥
❛♣♣-♦❛❝❤ ❜② ❇❡-♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥#,♦♥ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ✐# ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢-♦♠ ,❤❡ ✏S-♦,❡❝,✐♦♥
❢♦- ❙❛❧❡✑ ♠♦❞❡❧ ❜② ●-♦##♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✳ ❘❡❝❡♥,❧②✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛# ❜❡❡♥ ✐♥,-♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧# ✇✐,❤ ❤❡,❡-♦❣❡♥❡♦✉# ✜-♠# ✭❡✳❣✳✱ ❆❜❡❧✲❑♦❝❤ ✭✷✵✶✵✮✱ ❘❡❜❡②-♦❧ ❛♥❞ ❱❛✉❞❛②
✭✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ■♥ ❝♦♥,-❛#, ,♦ ,❤❡#❡ ♣❛♣❡-#✱ ,❤❡ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛,✉-❡
♦❢ ♠② ❛♣♣-♦❛❝❤ ✐# ,♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐, ✉#❡ ♦❢ ✜-♠ ❤❡,❡-♦❣❡♥❡✐,② ,♦ ❞❡,❡-♠✐♥❡ ,❤❡ #✐③❡ ❛♥❞
❝♦♠♣♦#✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❜❜② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉#❧②✳ ■ ❡①,❡♥, ,❤❡ #,❛♥❞❛-❞ ,✇♦ #,❛❣❡ ✏S-♦,❡❝,✐♦♥
❢♦- ❙❛❧❡✑ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ✜-#, #,❛❣❡ ✇❤❡-❡ ❡❛❝❤ ✜-♠ ❞❡❝✐❞❡# ,♦ ❥♦✐♥ ❛
#♣❡❝✐❛❧ ✐♥,❡-❡#, ❣-♦✉♣ ,❤❛, ❧♦❜❜✐❡# ❢♦- ❛ #✉❜#✐❞②✳ ❆❞❞✐,✐♦♥❛❧❧② ,♦ ❞❡,❡-♠✐♥✐♥❣ ,❤❡ #❡, ♦❢
❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜-♠#✱ ,❤❡ ✜①❡❞ ❝♦#,# fs ❛-❡ ♥♦✇ ❛❧#♦ ❝♦♥#✐❞❡-❡❞ ,♦ ❜❡ ♣♦❧✐$✐❝❛❧ ✜①❡❞ ❝♦#,# ,❤❛,
❛❧❧♦✇ ✜-♠# ,♦ ❥♦✐♥ ❛ ❧♦❜❜② ❛♥❞ ,♦ ❜❡♥❡✜, ❢-♦♠ ✐,# ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥,#✳
✶✺
❚❤❡-❡❢♦-❡✱
✐♥ ,❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ,❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐,② ❝✉,♦✛ ✐# ❛❧#♦ ,❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛✳ ❇❡❝❛✉#❡ ❛❧❧ ✜-♠# ✇✐,❤
♣-♦❞✉❝,✐✈✐,② ❛❜♦✈❡ ,❤✐# ❝✉,♦✛ ❥♦✐♥ ,❤❡ ❧♦❜❜②✱ ,❤❡ #✐③❡ ❛♥❞ ,❤❡ ❝♦♠♣♦#✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❜❜② ✐#
❛♥ ❡J✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♦❜❥❡❝,✳ ❈♦♥#❡J✉❡♥,❧②✱ ✐♥ ❛♥ ❡J✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ,❤❡ ♠❛##
♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠# ❤❛# ,♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❧♦❜❜② ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ #❝❤❡❞✉❧❡ ,❤❛, ✐# ❝♦♥#✐#,❡♥, ✇✐,❤ ,❤❡
❡J✉✐❧✐❜-✐✉♠ #✉❜#✐❞② -❛,❡✳
✶✻
❚❤❡ ❞-✐✈✐♥❣ ❢♦-❝❡ ❜❡❤✐♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐# ❛ ❞✐#,-✐❜✉,✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝, ❜❡,✇❡❡♥ -❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞
♥♦♥✲-❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜-♠#✳ ❇② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦- ❛♥ ✐♥❝-❡❛#❡ ✐♥ ,❤❡ #✉❜#✐❞② -❛,❡✱ -❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜-♠# ❝❛♥
❜❡♥❡✜, ❛, ,❤❡ ❡①♣❡♥#❡ ♦❢ ♥♦♥✲-❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜-♠# ❜② #❡❧❧✐♥❣ ❛, ❧♦✇❡- ♣-✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝-❡❛#✐♥❣
,❤❡✐- ♣-♦✜,#✳ ❚❤✐# ❧❡❛❞# ,♦ ❛ ❞-♦♣ ✐♥ ,❤❡ ♣-✐❝❡ ✐♥❞❡① #✉❝❤ ,❤❛, ♥♦♥✲-❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜-♠# ❧♦#❡
✶✺
❚❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( (❤❡,❡ ✐$ ♦♥❧② ❛ $✐♥❣❧❡ ✜①❡❞ ❝♦$($ fs ❢♦, ❜❡✐♥❣ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦, ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ✐$ ❧❡$$ ,❡$(,✐❝(✐✈❡
❛$ ✐( ♠✐❣❤( $❡❡♠✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❉✱ ■ ,❡❧❛① (❤✐$ ❛$$✉♠♣(✐♦♥✳
✶✻
◆♦♥✲,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠$ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜( ❢,♦♠ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ (❤❡ $✉❜$✐❞② ,❛(❡✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❧♦❜❜② ✜①❡❞ ❝♦$($
(❤❡ ✐♥(❡,❡$($ ♦❢ $♠❛❧❧ ✜,♠$ ❛,❡ ♥♦( ,❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② (❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥(✳
✶✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
❋✐"♠
♣"♦❞✉❝❡❀
❡♥,❡" ❧♦❜❜②
♣"♦❞✉❝❡❀
♥♦, ❡♥,❡" ❧♦❜❜②
♥♦, ♣"♦❞✉❝❡❀
♥♦, ❡♥,❡" ❧♦❜❜②
❈✭2✮
▲♦❜❜②
2
●♦✈✬,
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✿ ●❛♠❡ $%❡❡ ♦❢ $❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡
♣!♦✜$%✳ ■❢ $❤❡ ❛❞♠✐♥✐%$!❛$✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦%$% ❛!❡ ❧♦✇✱ ❛❧❧ ✜!♠% !❡❝❡✐✈❡ %✉❜%✐❞② ♣❛②♠❡♥$% ❛♥❞
$❤✐% ✇✐$❤✐♥✲✐♥❞✉%$!② ❝♦♥✢✐❝$ ✐% ❛❜%❡♥$✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ !❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜!♠% ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥$✐✈❡ $♦
♦✛❡! ♣♦%✐$✐✈❡ ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥% $♦ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$✳ ■ $❡!♠ $❤✐% $❤❡ ❧♦✇ ❝♦$%$ ❝❛$❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ❡①$❡♥%✐✈❡❧② ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥ ❝♦♥$!❛%$✱ ✐❢ $❤❡ ❛❞♠✐♥✐%$!❛$✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦%$% ❛!❡
❤✐❣❤ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ %✉❜%❡$ ♦❢ ❛❝$✐✈❡ ✜!♠% !❡❝❡✐✈❡% ♣❛②♠❡♥$%✱ $❤❡ ❛!✐%✐♥❣ ✇✐$❤✐♥✲✐♥❞✉%$!②
❝♦♥✢✐❝$ ❣✐✈❡% ✜!♠% ❛♥ ✐♥❝❡♥$✐✈❡ $♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$ ❜② ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ■♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✷✳✹
$❤✐% ❤✐❣❤ ❝♦$%$ ❝❛$❡ ✐% ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡$❛✐❧✳
❚✐♠✐♥❣ ❛♥❞ '()✉❝(✉)❡ ♦❢ (❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ $✐♠✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐%
❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ■♥ ✜!%$ %$❛❣❡✱ ❡❛❝❤ ✜!♠ ❞❡❝✐❞❡% ✇❤❡$❤❡! $♦ ♣!♦❞✉❝❡ ❛♥❞ $♦ ❥♦✐♥ $❤❡ ❧♦❜❜②
✭♣❛② fs ❛♥❞ f✮❀ $♦ ♣!♦❞✉❝❡ ❜✉$ ♥♦$ $♦ ❥♦✐♥ $❤❡ ❧♦❜❜② ✭♣❛② ♦♥❧② f✮❀ ♦! ♥❡✐$❤❡! $♦ ♣!♦❞✉❝❡
♥♦! $♦ ❧♦❜❜②✳ ■♥ $❤❡ %❡❝♦♥❞ %$❛❣❡✱ $❤❡ ❧♦❜❜② ♦✛❡!% ❛ ❥♦✐♥$ ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡ C(s)✳
■♥ $❤❡ $❤✐!❞ %$❛❣❡✱ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$ ❝❤♦♦%❡% $❤❡ %✉❜%✐❞② s ✭❣✐✈❡♥ C(s)✮ ❛♥❞ ✜!♠% %❡$
$❤❡ ♣!♦✜$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣!✐❝❡ ❛♥❞ ♣!♦❞✉❝❡ ❡✐$❤❡! ✇✐$❤ ♦! ✇✐$❤♦✉$ $❤❡ %✉❜%✐❞②✳ ❋✐❣✉!❡ ✷✳✶
%❤♦✇% $❤❡ $✐♠✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❣!❛♣❤✐❝❛❧❧②✳
❚❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$✬% ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐%
G = αW (s) + C(s), ✭✷✳✶✺✮
✇❤❡!❡ C(s) ✐% $❤❡ ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡ ♦✛❡!❡❞ ❜② $❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ α ✐% $❤❡ !❡❧❛$✐✈❡ ✇❡✐❣❤$
$❤❛$ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$ ♣✉$% ♦♥ ❣❡♥❡!❛❧ ✇❡❧❢❛!❡✳ ●✐✈❡♥ $❤❡ $✐♠✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡♥
$❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$ ❞❡❝✐❞❡% ❛❜♦✉$ $❤❡ %✉❜%✐❞② !❛$❡✱ ✜!♠% ❛❧!❡❛❞② ❥♦✐♥❡❞ $❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ $❤❡
❧♦❜❜② ❞❡$❡!♠✐♥❡❞ ✐$% ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$ $❛❦❡% $❤❡ ♥✉♠❜❡!
♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠% ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡ ❛% ❣✐✈❡♥✳ ❙✐♠✐❧❛!❧②✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❧♦❜❜②
❞❡$❡!♠✐♥❡% ✐$% ❝♦♥$!✐❜✉$✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐$ ♠❛①✐♠✐③❡% $❤❡ ♣!♦✜$% ♦❢ ✐$% ❝✉!!❡♥$ ♠❡♠❜❡!%✱
$❛❦✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡!% ❛% ❣✐✈❡♥✳ ❆♥$✐❝✐♣❛$✐♥❣ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦! ♦❢
$❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ $❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥$✱ ♦♥❧② ✜!♠% ✇✐$❤ ♣!♦❞✉❝$✐✈✐$② ❛❜♦✈❡ $❤❡ ♣!♦❞✉❝$ ♠❛!❦❡$
✷✳✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✼
❝✉"♦✛✱ ϕ∗, ❞❡❝✐❞❡ "♦ ❜❡ ❛❝"✐✈❡ ♣-♦❞✉❝❡-. ❛♥❞ ♦♥❧② ✜-♠. ✇✐"❤ ♣-♦❞✉❝"✐✈✐"② ❛❜♦✈❡ "❤❡
❧♦❜❜② ❝✉"♦✛✱ ϕ∗L, ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡ "♦ ❥♦✐♥ "❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❋♦- ❧♦✇ ❧❡✈❡❧. ♦❢ fs "❤❡-❡ "❤❡-❡ ✐. ♦♥❧②
♦♥❡ ❝✉"♦✛ ✭.❡❡ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦- ❞❡"❛✐❧.✮✳
❚❤❡ ❥♦✐♥" ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ .❝❤❡❞✉❧❡ ♦✛❡-❡❞ ❜② "❤❡ ❧♦❜❜②✱ C(s)✱ ❤❛. "♦ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜②
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡- ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥. c(ϕ, s) .✉❝❤ "❤❛" C(s) =
´
ϕ∗L
c(ϕ, s)dV (ϕ)✳ ■ ❛..✉♠❡
"❤❛" "❤❡.❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ ❛-❡ .✉❝❤ "❤❛" ❡❛❝❤ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡- ."✐❧❧ ❣❛✐♥. ❢-♦♠
❥♦✐♥✐♥❣ "❤❡ ❧♦❜❜②✿
❆!!✉♠♣%✐♦♥ ✷✳✶✳ ■❢ ϕ ≥ ϕ∗L "❤❡♥ c(ϕ, s) ≤ πs(ϕ)− π(ϕ).
❲✐"❤ "❤✐. ❛..✉♠♣"✐♦♥✱ ✐" ❝❛♥ ♥❡✈❡- ❜❡ "❤❡ ❝❛.❡ "❤❛" ❛ ✜-♠ ✇✐"❤ ♥❡"✲❜❡♥❡✜". ❢-♦♠
-❡❝❡✐✈✐♥❣ "❤❡ .✉❜.✐❞② ✭❛❢"❡- ♣❛②✐♥❣ ❧♦❜❜② ❡♥"-② ❝♦.".✮ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ "♦ ❡①✐" "❤❡ ❧♦❜❜② ❜❡❝❛✉.❡
♦❢ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥.✳ ■♥ ♦"❤❡- ✇♦-❞.✱ ❡✈❡♥ ✇✐"❤ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❜❜② ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥.✱ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❢♦-♠ ♦❢ "❤❡ ♣-♦❞✉❝"✐✈✐"② ❝✉"♦✛. ✐. "❤❡ .❛♠❡ ❛. ✇✐"❤
❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉. .✉❜.✐❞② -❛"❡✳
✶✼
◆♦"❡ "❤❛" ■ ❞♦ ♥♦" ✐♠♣♦.❡ ❛♥② ❢✉-"❤❡- -❡."-✐❝"✐♦♥. ♦♥ ❤♦✇
"❤❡ ❧♦❜❜② ❝♦❧❧❡❝". "❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥. ❢-♦♠ ✐". ♠❡♠❜❡- ✜-♠.✳
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ *❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ❝❛2❡✳ ❇❡❢♦-❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞✐✛❡-❡♥"
❝❛.❡. ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐"❤ ❡①♣❧✐❝✐" ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❢♦-♠.✱ ■ ❞❡-✐✈❡ "❤❡ ❡J✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♦❢ "❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ "❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ ❝❛.❡✳ ❲✐"❤ ❛ .✐♥❣❧❡ ❧♦❜❜② ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ✐♥❞✉."-②✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
✈❡-.✐♦♥ ♦❢ "❤❡ .❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❛ ✐♥ ❇❡-♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥."♦♥ ✭✶✾✽✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ."❛"❡❞✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ #❡% {Co, so, ϕo, ϕoL} ✐# ❛ #✉❜❣❛♠❡✲♣❡.❢❡❝% ◆❛#❤ ❡2✉✐❧✐❜.✐✉♠ ♦❢ %❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
✶✳ ♦♥❧② ✜.♠# ✇✐%❤ ϕ > ϕo ♣.♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ✜.♠# ✇✐%❤ ϕ > ϕoL ❡♥%❡. %❤❡ ❧♦❜❜②✱
✷✳ Co ≥ 0 ✐# ❢❡❛#✐❜❧❡ ❢♦. %❤❡ ❧♦❜❜②✱
✸✳ so ∈ argmaxs∈[1,s¯] G = {αW (s) + C
o(s)}✱
✹✳ {αW (so) + Co(so)}+ {ΠE(s
o)− Co(so)} ≥ {αW (s) + Co(s)}+ {ΠE(s)− C
o(s)}
∀s ∈ [1, s¯],
✺✳ ∃s∗ ∈[1, s¯], #✉❝❤ %❤❛% s∗ ∈ argmaxs∈[1,s¯] {αW (s) + C
o(s)} ❛♥❞ Co(s∗) = 0✳
❈♦♥❞✐"✐♦♥ ✶ ✐. ❞✐-❡❝"❧② -❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✜-." ."❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱
✇❤❡-❡ ❤❡"❡-♦❣❡♥❡♦✉. ✜-♠. .❡❧❡❝" ✐♥"♦ ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❈♦♥❞✐"✐♦♥ ✷ ."❛"❡. "❤❛"
"❤❡ ♦✛❡-❡❞ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ .❝❤❡❞✉❧❡ ✐. ♥♦♥✲♥❡❣❛"✐✈❡ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧. ❆..✉♠♣"✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❡J✉✐✲
❧✐❜-✐✉♠ .✉❜.✐❞② ♠✉." ❛❧.♦ ♠❛①✐♠✐③❡ "❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥"✬. ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ✭❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✸✮ ❛♥❞ "❤❡
❥♦✐♥" ✇❡❧❢❛-❡ ♦❢ ❣♦✈❡-♥♠❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ❧♦❜❜② ✭❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✹✮ ♦♥ "❤❡ .❡" ♦❢ ❢❡❛.✐❜❧❡ .✉❜.✐❞②
-❛"❡.✳ ❋♦- ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✺ "♦ ❤♦❧❞✱ "❤❡-❡ ♠✉." ❡①✐." ❛ ❢❡❛.✐❜❧❡ .✉❜.✐❞② -❛"❡ "❤❛" ♠❛①✐♠✐③❡.
"❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥"✬. ♦❜❥❡❝"✐✈❡✱ ❣✐✈❡♥ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥. ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜② ❛-❡ ③❡-♦✳
❆. ❛ -❡✜♥❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ .❡" ♦❢ ❛❧❧ ◆❛.❤ ❊J✉✐❧✐❜-✐❛✱ ■ ❛..✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥
.❝❤❡❞✉❧❡. ❛-❡ "-✉"❤❢✉❧ ✐♥ "❤❡ .❡♥.❡ "❤❛" "❤❡② -❡♣-❡.❡♥" "❤❡ "-✉❡ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡. ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✿
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❚♦ ❣❡$ ❛♥ ✐♥$✉✐$✐♦♥ ❢♦* $❤✐, ❛,,✉♠♣$✐♦♥✱ ❝♦♥,✐❞❡* $❤❡ ♠❛*❣✐♥❛❧ ✜*♠ $❤❛$ ❥♦✐♥, $❤❡ ❧♦❜❜② ♣❛②✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦,$, fs✳
❚❤✐, ✜*♠ ♠❛❦❡, ③❡*♦ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ♣*♦✜$, ❢*♦♠ ,✉❜,✐❞✐③❡❞ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥② ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ❝♦♥$*✐❜✉$✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❢♦*❝❡ $❤❡ ✜*♠ $♦ ❡①✐$ $❤❡ ❧♦❜❜②✳
✶✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
❆!!✉♠♣%✐♦♥ ✷✳✷✳ ❆❣❣"❡❣❛%❡ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ,❝❤❡❞✉❧❡, ❛"❡ %"✉%❤❢✉❧✿
CT = max [ΠE − BL, 0] ,
✇❤❡"❡ ΠE ❛"❡ ❛❣❣"❡❣❛%❡ ♣"♦✜%, ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡", ❛♥❞ BL ❞❡♥♦%❡, %❤❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧
❛❣❣"❡❣❛%❡ ,✉"♣❧✉, ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠,✱ ❞❡%❡"♠✐♥❡❞ ✐♥ ❡8✉✐❧✐❜"✐✉♠✳
❇❡"♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥*+♦♥ ✭✶✾✽✻✮ ❛"❣✉❡ +❤❛+ +"✉+❤❢✉❧ *+"❛+❡❣✐❡* ♠❛② ❜❡ ❢♦❝❛❧ ✇✐+❤✐♥
+❤❡ ◆❛*❤ *❡+✱ ❛♥❞ +❤❡② *❤♦✇ +❤❛+ ❡✈❡"② ❜❡*+✲"❡*♣♦♥*❡ *❡+ ❝♦♥+❛✐♥* ❛ +"✉+❤❢✉❧ *+"❛+❡❣②✳
❲✐+❤ +"✉+❤❢✉❧ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥ *❝❤❡❞✉❧❡* +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦"♦❧❧❛"② ❝❛♥ ❜❡ *+❛+❡❞✿
❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✶✳ ❯♥❞❡" %"✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ,❝❤❡❞✉❧❡,✱ %❤❡ ❡8✉✐❧✐❜"✐✉♠ ,✉❜,✐❞② ,❛%✐,✜❡,
so = arg max
s∈[1,s¯]
{αW (s) + ΠE(s)} .
;"♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✳
❚❤✉*✱ ✇✐+❤ +"✉+❤❢✉❧ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥*✱ +❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ ❜❡❤❛✈❡* ❛, ✐❢ ✐+ ♠❛①✐♠✐③❡* ❛
✇❡✐❣❤+❡❞ *✉♠ ♦❢ ❣❡♥❡"❛❧ ✇❡❧❢❛"❡ ❛♥❞ ❥♦✐♥+ ❧♦❜❜② ♣"♦✜+*✳ ❚❤❡ ❡J✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥*
❝♦♠♣❡♥*❛+❡ +❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ ❢♦" +❤❡ ✇❡✐❣❤+❡❞ ✇❡❧❢❛"❡ ❧♦** ✐♥❞✉❝❡❞ ❢"♦♠ ❞❡✈✐❛+✐♥❣ ❢"♦♠
+❤❡ *✉❜*✐❞② "❛+❡ +❤❛+ ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ ❣❡♥❡"❛❧ ✇❡❧❢❛"❡✱ s∗✳ ■+ ♠✉*+ +❤❡"❡❢♦"❡ ❤♦❧❞ +❤❛+
CT (so) = α [W (s∗)−W (so)] . ❲✐+❤ +"✉+❤❢✉❧ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥* ✭❆**✉♠♣+✐♦♥ ✷✳✷✮✱ +❤❡ ❡J✉✐✲
❧✐❜"✐✉♠ ❧♦❜❜② *✉"♣❧✉* ✐* BL = ΠE(s
o) − α [W (s∗)−W (so)]✳ ❲✐+❤ ✇❡❧❢❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
W = Π+1−S+CS✱ ✇❤❡"❡ ❛❣❣"❡❣❛+❡ ♣"♦✜+*✱ Π, ❛"❡ ❝♦♥*+❛♥+✱ +❤❡ ✜"*+✲♦"❞❡" ❝♦♥❞✐+✐♦♥
♦❢ +❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ ♠❛①✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②
∂G
∂s
= α
(
∂CS
∂s
−
∂S
∂s
)
+
∂ΠE
∂s
= 0. ✭✷✳✶✻✮
◆♦+❡✱ ✇❤❡♥ *♦❧✈✐♥❣ ❡J✉❛+✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ +❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ +❛❦❡* +❤❡ ♠❛** ♦❢ ❛❝+✐✈❡ ✜"♠* ❛♥❞
+❤❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡"* ❛* ❣✐✈❡♥✳
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ +❤❡ ❡J✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♦❢ +❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ❞❡+❛✐❧✱ ■ ✇✐❧❧ ❞✐*+✐♥❣✉✐*❤ ✐♥ +❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❧♦✇ ✜①❡❞ ❝♦*+* ❝❛*❡ ❛♥❞ +❤❡ ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❝♦*+* ❝❛*❡✳ ■♥ ❜♦+❤ ❝❛*❡*✱
■ ✇✐❧❧ ✜"*+ *+❛+❡ +❤❡ ❡J✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❡①♣"❡**✐♦♥* ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ *✉❜*✐❞② "❛+❡✱ ❜❡❢♦"❡ ❞❡"✐✈✐♥❣ +❤❡
♦♣+✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② "❛+❡ ❢♦" ❛ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ +❤❛+ ♠❛①✐♠✐③❡* ❡①✲❛♥%❡ ❣❡♥❡"❛❧ ✇❡❧❢❛"❡ +❛❦✐♥❣
❡♥+"② ❛♥❞ ❡①✐+ ♦❢ ✜"♠* ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+✳ ❙✉❜*❡J✉❡♥+❧②✱ ■ ❞❡"✐✈❡ +❤❡ ❡J✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♦❢ +❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡"❡ +❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+ +❛❦❡* +❤❡ ♠❛** ♦❢ ✜"♠* ❛* ❣✐✈❡♥✱ ✇❤❡♥ *❡++✐♥❣
+❤❡ *✉❜*✐❞② "❛+❡✳
✷✳✸ ❚❤❡ ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐./0❛/✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦./. ❝❛.❡
■❢ +❤❡ ❛❞♠✐♥✐*+"❛+✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦*+* ❛"❡ *✉✣❝✐❡♥+❧② ❧♦✇✱ ❛❧❧ ❛❝+✐✈❡ ✜"♠* ✜♥❞ ✐+ ♣"♦✜+❛❜❧❡
+♦ "❡❝❡✐✈❡ *✉❜*✐❞② ♣❛②♠❡♥+*✳ ❍❡♥❝❡❢♦"+❤✱ ■ ❝❛❧❧ +❤✐* +❤❡ ❧♦✇ ❝♦,%, ❝❛,❡✳
✷✳✸✳✶ ❊3✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✐♥ %❤❡ ❧♦✇ ❝♦!%! ❝❛!❡ ❢♦, ❛ ❣✐✈❡♥ !✉❜!✐❞②
❋♦" ❛ ❣✐✈❡♥ *✉❜*✐❞② "❛+❡ s, ✐❢ +❤❡ ❛❞♠✐♥✐*+"❛+✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦*+* ❛"❡ *✉✣❝✐❡♥+❧② ❧♦✇✱ ❛❧❧
❛❝+✐✈❡ ✜"♠* ✇✐❧❧ ❜❡ *✉❜*✐❞✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣"❡❝✐*❡ ♣❛"❛♠❡+❡" ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +❤❛+ *❡♣❛"❛+❡* +❤❡ ❧♦✇
❝♦*+* ❝❛*❡ ❢"♦♠ +❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦*+* ❝❛*❡ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② ❡J✉❛+✐♦♥ ✷✳✷✸✱ ❞❡"✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳
❚❤❡"❡ ✐* ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%② ❛♥❞ ♣"♦❞✉❝% ♠❛"❦❡% ❝✉%♦✛ ✭❧❛+❡" ❛❧*♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❜❜② ❝✉%♦✛ ✮✱
✷✳✸✳ ❚❍❊ ▲❖❲ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✶✾
❞❡✜♥❡❞ ❜② πs(ϕ
∗
L,low) = 0✿
ϕ∗L,low = s
−1
(
f + fs
Bs
) 1
σ−1
. ✭✷✳✶✼✮
❯.✐♥❣ 1❤✐. ❡①♣5❡..✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❝✉1♦✛✱ 1❤❡ ♣5✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ 1❤❡ ❧♦✇ ❝♦.1. ❝❛.❡ ❝❛♥ ❜❡ 5❡✇5✐11❡♥
✐♥ 1❡5♠. ♦❢ 1❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛5❛♠❡1❡5.✿
Ps,low = κ˜ (f + fs)
1
θ
θ−σ+1
σ−1 s−1, ✭✷✳✶✽✮
✇❤❡5❡ κ˜ = κ−1( σ
σ−1
)
(
σ
y
) 1
σ−1
. ◆♦1❡ 1❤❛1 1❤❡ ❡❧❛.1✐❝✐1② ♦❢ 1❤❡ ♣5✐❝❡ ✐♥❞❡① ✇✐1❤ 5❡.♣❡❝1
1♦ 1❤❡ .✉❜.✐❞② 5❛1❡ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜② ǫPs,low = −1✱ .✉❝❤ 1❤❛1 1❤❡5❡ ✐. ❛ ♣❡5❢❡❝1 ✏♣❛..✲1❤5♦✉❣❤✑
♦❢ 1❤❡ .✉❜.✐❞② ♦♥ 1❤❡ ♣5✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❝✉1♦✛ ϕ∗L,low ❝❛♥ ❛❧.♦ ❜❡ 5❡✇5✐11❡♥ ✐♥ 1❡5♠. ♦❢
♠♦❞❡❧ ♣❛5❛♠❡1❡5.✿
ϕ∗L,low = κ [f + fs]
1
θ , ✭✷✳✶✾✮
✇❤❡5❡ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
. ■♥ ❝♦♥15❛.1 1♦ 1❤❡ ❛❞♠✐♥✐.15❛1✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦.1.✱ 1❤❡ .✉❜.✐❞② 5❛1❡
❞♦❡. ♥♦1 ❛♣♣❡❛5 ✐♥ ❡I✉❛1✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✳ ❋♦5 5✐.✐♥❣ ❛❞♠✐♥✐.15❛1✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦.1.✱ 1❤❡ ❝✉1♦✛
✐♥❝5❡❛.❡. .✉❝❤ 1❤❛1 ❧❡.. ✜5♠. ❛5❡ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❛❝1✐✈❡✳ ❚❤❡5❡❢♦5❡✱ ✐❢ fs → 0✱ 1❤❡
♠❛.. ♦❢ ❛❝1✐✈❡ ✜5♠. ✐♥❝5❡❛.❡. ❛♥❞ ❝♦♥✈❡5❣❡. 1♦ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1❤❡ ❜❛.❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ●✐✈❡♥
1❤❛1 ✐♥ 1❤❡ ❧♦✇ ❝♦.1. ❝❛.❡ ❛❧❧ ❛❝1✐✈❡ ✜5♠. ❛5❡ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ 1❤❡ ✉♣♣❡5 ❜♦✉♥❞ ♦❢ 1❤❡
❣♦✈❡5♥♠❡♥1✬. ❜✉❞❣❡1 ✐. ♦♥❡✱ ❢♦5 1♦1❛❧ ❛❣❣5❡❣❛1❡ .✉❜.✐❞② ♣❛②♠❡♥1. ✐1 ♠✉.1 ❤♦❧❞ 1❤❛1
Slow = (s− 1)
σ−1
σ
y ≤ 1✳ ❚❤❡5❡❢♦5❡✱ 1❤❡ ❤✐❣❤❡.1 .✉❜.✐❞② 5❛1❡ 1❤❛1 1❤❡ ❣♦✈❡5♥♠❡♥1 ✐. ❛❜❧❡
1♦ ✜♥❛♥❝❡ ✐. s¯low = 1 +
σ
σ−1
1
y
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ .✉♠♠❛5✐③❡. 1❤❡ 5❡.✉❧1. ❢♦5 1❤❡ ❧♦✇
❝♦.1. ❝❛.❡ ✇✐1❤ ❛ ❣✐✈❡♥ .✉❜.✐❞② 5❛1❡✿
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ )✉❜)✐❞② 2❛"❡ s✱ "❤❡2❡ ✐) ❛ ✉♥✐4✉❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"②
❛♥❞ ♣2♦❞✉❝" ♠❛2❦❡" ❝✉"♦✛ ϕ∗L,low ❛♥❞
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π
ϕσ−1
✵
−f
π
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σ−1
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♦♣!✐♠❛❧ -✉❜-✐❞② (❛!❡ ❜❡❢♦(❡ ✜(♠- ❡♥!❡( !❤❡ ♠❛(❦❡! ❛♥❞ ❝❧❛✐♠ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐!② ✭✐✳❡✳✱ !❛❦✐♥❣ ✜(♠
❡♥!(② ❜❡❤❛✈✐♦( ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥!✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ -❤♦✇ !❤❛! !❤❡ ❞❡(✐✈❛!✐✈❡ ♦❢ ❛❣❣(❡❣❛!❡ -✉❜-✐❞②
♣❛②♠❡♥!- ✇✐!❤ (❡-♣❡❝! !♦ s ✐- ❛ ❝♦♥-!❛♥! !❤❛! ✐- ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ♦❢ !❤❡ ❛❞♠✐♥✐-!(❛!✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦-!-✱
∂Slow
∂s
= σ−1
σ
y. ▼♦(❡♦✈❡(✱ ✉-✐♥❣ !❤❡ ❡①♣(❡--✐♦♥ ❢♦( !❤❡ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭❡E✉❛!✐♦♥
✭✷✳✶✽✮✮✱ !❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥-✉♠❡( -✉(♣❧✉- ✐- ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞❡❝(❡❛-✐♥❣ ✐♥ s✿ ∂CSlow
∂s
= y
s
.
❚❤❡(❡❢♦(❡✱ !❤❡ ✜(-!✲♦(❞❡( ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❢♦( ❛♥ ✐♥!❡(✐♦( ✇❡❧❢❛(❡ ♦♣!✐♠✉♠ ✐-
∂Wlow
∂s
=
∂CSlow
∂s
−
∂Slow
∂s
=
y
s
−
σ − 1
σ
y = 0.
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W ∗low −Wbase = y ln
(
Pbase
Ps∗,low
)
−
y
σ
, ✭✷✳✷✵✮
✇❤❡0❡ Ps∗,low = Pbase
σ−1
σ
(
1 + fs
f
) 1
θ
θ−σ+1
σ−1
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✐♥"❡0✐♦0 ♦♣"✐♠✉♠ ♠✐❣❤" ♥♦" ❧♦♥❣❡0 ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣"✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣0♦♣♦,✐"✐♦♥ ❣✐✈❡,
"❤❡ ♣0❡❝✐,❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✇❤❡♥ "❤✐, ✐, "❤❡ ❝❛,❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ✐❢ fs < f
(
exp
[
ln( σ
σ−1
)− 1
σ
1
θ
θ−σ+1
σ−1
]
− 1
)
✱ s∗ = σ
σ−1
✐)
"❤❡ ✉♥✐/✉❡ ✐♥"❡0✐♦0 )♦❧✉"✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭❡①✲❛♥"❡✮ ✇❡❧❢❛0❡✳ ❖"❤❡0✇✐)❡ s∗ = 1 ♠❛①✐♠✐③❡)
✇❡❧❢❛0❡✳
:0♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✸✳
G0♦♣♦,✐"✐♦♥ ✷✳✶ ✐, ❞0✐✈❡♥ ❜② "❤❡ "0❛❞❡✲♦✛ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♠❛0❦✉♣ ❞✐,"♦0"✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧
❞✐,"♦0"✐♦♥ ❛,,♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,",✳ ❚♦ ❣❡" 0✐❞ ♦❢ "❤❡ ♠❛0❦✉♣ ❞✐,✲
"♦0"✐♦♥✱ "❤❡ ❣♦✈❡0♥♠❡♥" ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ "♦ ✐♥"0♦❞✉❝❡ ❛ ,✉❜,✐❞②✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦,", ❛,,♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ "❤✐, ,✉❜,✐❞② ❝❛✉,❡ ❛♥ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞✐,"♦0"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
■❢ "❤❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ ✇❡❧❢❛0❡ ✐♠♣❛❝" ♦❢ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,", ❞✐,"♦0"✐♦♥ ✐, "♦♦ ❧❛0❣❡✱
❛ ✇❡❧❢❛0❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡0♥♠❡♥" ,❤♦✉❧❞ ♥♦" ✐♥"0♦❞✉❝❡ ❛ ,✉❜,✐❞②✳ ❋♦0 ❧♦✇ ✈❛❧✉❡, ♦❢ fs,
"❤❡ ♣♦,✐"✐✈❡ ✐♠♣❛❝" ♦❢ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,", ♦♥ "❤❡ ♣0✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐, ♠♦❞❡," ❛♥❞
"❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ ❜❛,❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦,", ♣0✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐, 3✉✐"❡ ❧❛0❣❡✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ "❤❡
0❡,✉❧"✐♥❣ ✐♥❝0❡❛,❡ ✐♥ ❝♦♥,✉♠❡0 ,✉0♣❧✉, ✐, ❧❛0❣❡ ❡♥♦✉❣❤ "♦ ❝♦♠♣❡♥,❛"❡ ❢♦0 "❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣
♦❢ "❤❡ ,✉❜,✐❞② ✭✐✳❡✳✱ ❡3✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ✐, ♣♦,✐"✐✈❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ✐❢ fs ✐♥❝0❡❛,❡, ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡0✲
"❛✐♥ "❤0❡,❤♦❧❞✱ "❤❡ ♣0✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐, "♦♦ ❝❧♦,❡ "♦ ✐", ❜❛,❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ❝♦♥,✉♠❡0
,✉0♣❧✉, ✐♥❝0❡❛,❡, ❧✐""❧❡✱ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥"0♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ,✉❜,✐❞② 0❡❞✉❝❡, ✇❡❧❢❛0❡✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇
❝♦,", ❝❛,❡✱ ❝♦♥,✉♠❡0 ,✉0♣❧✉, ✐, "❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛♥♥❡❧ "❤0♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝0❡❛,❡ ✐♥ fs ❛✛❡❝",
✇❡❧❢❛0❡✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ "❤❡ ♥❡①" ❝♦0♦❧❧❛0② ❢♦❧❧♦✇, ❞✐0❡❝"❧② ❢0♦♠ G0♦♣♦,✐"✐♦♥ ✷✳✶✿
❈♦!♦❧❧❛!② ✷✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ✭❡①✲❛♥"❡✮ ✇❡❧❢❛0❡ ✐) ❞❡❝0❡❛)✐♥❣ ✐♥ fs✳
:0♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✹✳
❋♦0 "❤❡ ,♣❡❝✐❛❧ ❝❛,❡ ✇❤❡0❡ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,", ❝♦♥✈❡0❣❡ "♦ ③❡0♦✱ "❤❡ ❧♦✇
❝♦,", ❝❛,❡ ♥❡,", "❤❡ ✏"0❛❞✐"✐♦♥❛❧✑ ✐♥"❡0✲✐♥❞✉,"0② ✈✐❡✇ ♦♥ ♣0♦❞✉❝"✐♦♥ ,✉❜,✐❞✐❡,✳ ❆❝✲
❝♦0❞✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ✜0♠, ✐♥ "❤❡ ♠❛0❦❡" 0❡❝❡✐✈❡ "❤❡ ,✉❜,✐❞② ✇✐"❤♦✉" ❛ ❝♦," ❛♥❞ ❛ ♠❛0❦✉♣✲
❝♦♠♣❡♥,❛"✐♥❣ ,✉❜,✐❞② 0❛"❡ ✐, ♦♣"✐♠❛❧✳ ❈♦♥,❡3✉❡♥"❧②✱ ✇✐"❤♦✉" ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,",✱
✐♥"0♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ,✉❜,✐❞② ✇♦✉❧❞ ♥♦" ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝" ♦♥ "❤❡ ❝✉"♦✛ ❛♥❞ ♦♥ ✜0♠,✬ ♣0♦✜",✳ ❈♦♥✲
,✉♠❡0 ,✉0♣❧✉,✱ ❤♦✇❡✈❡0✱ ✇♦✉❧❞ ,✉❜,"❛♥"✐❛❧❧② ✐♥❝0❡❛,❡ ❜❡❝❛✉,❡ ❛❧❧ ✈❛0✐❡"✐❡, ❛0❡ ,♦❧❞ ❛"
♠❛0❣✐♥❛❧ ❝♦,",✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ❡✈❡♥ ❢♦0 ♣♦,✐"✐✈❡ ❜✉" ♠♦❞❡," ❧❡✈❡❧, ♦❢ ❛❞♠✐♥✐,"0❛"✐✈❡ ✜①❡❞
❝♦,",✱ "❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥"✐✲✈❛0✐❡"② ❡✛❡❝" ♠❛❦❡, "❤❡ ✐♥"❡0✐♦0 ♦♣"✐♠❛❧ ,✉❜,✐❞② 0❛"❡ ✇❡❧❢❛0❡
✐♥❢❡0✐♦0 "♦ ❛ ❝♦0♥❡0 ,♦❧✉"✐♦♥ ✇✐"❤♦✉" ❛ ,✉❜,✐❞② ✭G0♦♣♦,✐"✐♦♥ ✷✳✶✮✳
✷✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
✷✳✸✳✸ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ *❤❡ ❧♦✇ ❝♦0*0 ❝❛0❡
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ *❤❡ ❧♦✇ ❝♦3*3 ❝❛3❡✳ ❈♦♥#✐❞❡' ❛ ❣♦✈❡'♥✲
♠❡♥- -❤❛- -❛❦❡# ❧♦❜❜② ❝♦♥-'✐❜✉-✐♦♥ ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡# ✐-# ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥
✭❡:✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✮ ❜② ❝❤♦♦#✐♥❣ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ #✉❜#✐❞② '❛-❡ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭✐✳❡✳✱
-❛❦✐♥❣ ❡♥-'② ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ✜'♠# ❛# ❣✐✈❡♥✮✳ ●✐✈❡♥ -❤❛- -❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉-♦✛ ✭❡:✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✮
✐# ✐♥✈❛'✐❛♥- ✇✐-❤ '❡#♣❡❝- -♦ s✱ -❤❡ ❞❡'✐✈❛-✐✈❡# ♦❢ ❝♦♥#✉♠❡' #✉'♣❧✉# ❛♥❞ -♦-❛❧ #✉❜#✐❞②
♣❛②♠❡♥-# ❛'❡
∂CSlow
∂s
= y
s
❛♥❞
∂Slow
∂s
= σ−1
σ
y✱ '❡#♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ✇✐-❤ ❝♦♥#-❛♥- ❛❣✲
❣'❡❣❛-❡ ♣'♦✜-#✱
∂ΠE
∂s
= ∂Π
∂s
= 0✱ -❤❡ ✜'#-✲♦'❞❡' ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❡:✉❛-✐♦♥
✭✷✳✶✻✮✱ ❧❡❛❞# -♦ -❤❡ ✐♥-❡'✐♦' #♦❧✉-✐♦♥ so = σ
σ−1
. ❇❡❝❛✉#❡ -❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥- ✐♠♣❧❡♠❡♥-# -❤❡
#✉❜#✐❞② '❛-❡ -❤❛- ♠❛①✐♠✐③❡# ❡①✲❛♥%❡ ❣❡♥❡'❛❧ ✇❡❧❢❛'❡✱ s∗ = so = σ
σ−1
✱ ❧♦❜❜② ❝♦♥-'✐❜✉-✐♦♥#
❛'❡ ③❡'♦ ✐♥ ❡:✉✐❧✐❜'✐✉♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣'♦♣♦#✐-✐♦♥ #✉♠♠❛'✐③❡# -❤❡ ❡:✉✐❧✐❜'✐✉♠ ♦❢ -❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦#-# ❝❛#❡✿
23♦♣♦0✐*✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ %❤❡ ❧♦✇ ❝♦,%, ❝❛,❡ ✇✐%❤ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ %❤❡2❡ ❡①✐,%, ❛ ✉♥✐4✉❡ ❡4✉✐❧✐❜2✐✉♠
♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ,✉❝❤ %❤❛%
✶✳ ❛❧❧ ✜2♠, ✇✐%❤ ϕ > ϕoL,low = κ [f + fs]
1
θ
♣2♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❡♥%❡2 %❤❡ ❧♦❜❜②✱
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥%2✐❜✉%✐♦♥, ❛2❡ CT (so) = 0✱
✸✳ %❤❡ ❣♦✈❡2♥♠❡♥% ✐♠♣❧❡♠❡♥%, %❤❡ ✐♥%❡2✐♦2 ✭✇❡❧❢❛2❡✮ ♦♣%✐♠✉♠ so = s∗ = σ
σ−1
✳
●✐✈❡♥ -❤❛- ❛❧❧ ❛❝-✐✈❡ ✜'♠# ❥♦✐♥ -❤❡ ❧♦❜❜②✱ -❤❡ '❡❧❛-✐✈❡ ♠❛## ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜'♠# JR =
JL
JA
✐# ♦♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤ #❤♦✇# -❤❡ ❡:✉✐❧✐❜'✐✉♠ ♦❢ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦#-# ❝❛#❡ ❣'❛♣❤✐❝❛❧❧②✱
JR ✐# ❞❡♣✐❝-❡❞ ❜② -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ h(s) = 1✳ ❚❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ #✉❜#✐❞② '❛-❡ ✐# ❞❡♣✐❝-❡❞ ❜② -❤❡
❢✉♥❝-✐♦♥ z(JR) =
σ
σ−1
✱ #✉❝❤ -❤❛- -❤❡ ✉♥✐:✉❡ ❡:✉✐❧✐❜'✐✉♠ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② -❤❡ ✐♥-❡'#❡❝-✐♦♥ (s =
σ
σ−1
, JR = 1)✳ ■♥ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦#-# ❝❛#❡✱ ❛♥ ✐♥❝'❡❛#❡ ✐♥ -❤❡ #✉❜#✐❞② '❛-❡ ✐# ♥♦- ♣❛'-✐❝✉❧❛'❧②
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦' #♦♠❡ ❛❝-✐✈❡ ✜'♠# ❛- -❤❡ ❡①♣❡♥#❡ ♦❢ ♦-❤❡'#✱ #✉❝❤ -❤❛- -❤❡'❡ ✐# ♥♦ ✇✐-❤✐♥✲
✐♥❞✉#-'② ❝♦♥✢✐❝- ❛❝'♦## ✜'♠#✳ ❲✐-❤♦✉- -❤✐# ❝♦♥✢✐❝-✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥❝❡♥-✐✈❡# ❛'❡ ❧✐♠✐-❡❞ ❛♥❞
-❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥- ✐♠♣❧❡♠❡♥-# -❤❡ ✐♥-❡'✐♦' ❡①✲❛♥%❡ ✇❡❧❢❛'❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ #✉❜#✐❞② '❛-❡✳
✷✳✹ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐,-.❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,-, ❝❛,❡
■❢ -❤❡ ❛❞♠✐♥✐#-'❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦#-# ❛'❡ #✉✣❝✐❡♥-❧② ❤✐❣❤✱ ♦♥❧② ❛ #✉❜#❡- ♦❢ ❛❝-✐✈❡ ✜'♠#
❞❡❝✐❞❡ -♦ '❡❝❡✐✈❡ -❤❡ #✉❜#✐❞②✳ ❍❡♥❝❡❢♦'-❤✱ ■ ❝❛❧❧ -❤✐# -❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦,%, ❝❛,❡✳
✷✳✹✳✶ ❊8✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✐♥ *❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦0*0 ❝❛0❡ ❢♦3 ❛ ❣✐✈❡♥ 0✉❜0✐❞②
❋♦' ❛ ❣✐✈❡♥ #✉❜#✐❞② '❛-❡ s, -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✜'♠ -❤❛- ❡♥-❡'# -❤❡ ♣'♦❞✉❝- ♠❛'❦❡- ♠❛❦❡#
③❡'♦ ♣'♦✜-#✱ π(ϕ∗) = 0✳ ❋♦' #✉✣❝✐❡♥-❧② ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐#-'❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦#-# -❤✐# ♠❛'❣✐♥❛❧
✜'♠ ✇✐❧❧ ♥♦- '❡❝❡✐✈❡ #✉❜#✐❞✐❡#✳ ❚❤❡ ❝♦''❡#♣♦♥❞✐♥❣ ♣2♦❞✉❝% ♠❛2❦❡% ❝✉%♦✛ ✐#
ϕ∗ =
(
f
Bs
) 1
σ−1
. ✭✷✳✷✶✮
❋♦' -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ✜'♠ -❤❛- ❞❡❝✐❞❡# -♦ '❡❝❡✐✈❡ #✉❜#✐❞✐❡#✱ ♣'♦✜-# ❢'♦♠ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ♣'♦✲
❞✉❝-✐♦♥ ❡:✉❛❧ ♣'♦✜-# ❢'♦♠ ♥♦♥✲#✉❜#✐❞✐③❡❞ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✿ πs(ϕ
∗
L) = π(ϕ
∗
L)✳ ❚❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%②
✷✳✹✳ ❚❍❊ ❍■●❍ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✷✸
❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❡(✉✐❧✐❜+✐✉♠✱ ❧♦✇ ❝♦010 ❝❛0❡
❝✉"♦✛
✷✵
✐! "❤❡%❡❢♦%❡
ϕ∗L =
(
fs
(sσ−1 − 1)Bs
) 1
σ−1
. ✭✷✳✷✷✮
❚❤❡ %❛"✐♦ ♦❢ "❤❡ ❝✉"♦✛! ❞❡♣❡♥❞! ♦♥❧② ♦♥ "❤❡ ✜①❡❞ ❝♦!"!✱ "❤❡ !✉❜!✐❞② %❛"❡ ❛♥❞ "❤❡ ❡❧❛!"✐❝✐"②
♦❢ !✉❜!"✐"✉"✐♦♥✱
ϕ∗L
ϕ∗
=
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
. ❚❤❡ %❡❧❛"✐✈❡ ♠❛!! ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜%♠! ✐! "❤❡%❡❢♦%❡
JR =
JL
JA
=
(
fs
f(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✳ ❚❤❡%❡ ❛%❡ ❛❝"✐✈❡ ✜%♠! "❤❛" ❞♦ ♥♦" %❡❝❡✐✈❡ !✉❜!✐❞✐❡! ✐❢ "❤❡
❛❞♠✐♥✐!"%❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦!"! ❛%❡ !✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤✿
✷✶
fs > f(s
σ−1 − 1). ✭✷✳✷✸✮
❯!✐♥❣ "❤❡ ❝✉"♦✛! ✭❡A✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✷✮✮✱ "❤❡ ♣%✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦!"! ❝❛!❡ ❝❛♥
❜❡ %❡✇%✐""❡♥ ❛! ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛%❛♠❡"❡%!✿
Ps,high = κ˜[f
σ−θ−1
σ−1 +
(
sσ−1 − 1
) θ
σ−1 f
σ−θ−1
σ−1
s ]
−
1
θ , ✭✷✳✷✹✮
✇❤❡%❡ κ˜ = κ−1( σ
σ−1
)
(
σ
y
) 1
σ−1
✳ ❋♦% fs → ∞✱ "❤❡ ♣%✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦!"! ❝❛!❡
❝♦♥✈❡%❣❡! ✭❢%♦♠ ❜❡❧♦✇✮ "♦ "❤❡ ❜❛!❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥ ✐♥❝%❡❛!❡ ✐♥ "❤❡ !✉❜!✐❞② %❛"❡ ❧❡❛❞! "♦
❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ♣%✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✇✐"❤ ♦♥❧② ❛ !✉❜!❡" ♦❢ ❛❝"✐✈❡ ✜%♠! !✉❜!✐❞✐③❡❞✱ "❤❡
✏♣❛!!✲"❤%♦✉❣❤✑ ♦❢ "❤❡ !✉❜!✐❞② ♦♥ "❤❡ ♣%✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐! ♥♦✇ ✐♥❝♦♠♣❧❡"❡ ✭✐✳❡✳✱
∣∣ǫPs,high∣∣ < 1✮✳✷✷
❯!✐♥❣ "❤❡ ❡①♣%❡!!✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣%✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭❡A✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✮ "♦❣❡"❤❡% ✇✐"❤ ❡A✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮
❛♥❞ ❡A✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮✱ "❤❡ ❝✉"♦✛! ❝❛♥ ❛❧!♦ ❜❡ ❡①♣%❡!!❡❞ ✐♥ "❡%♠! ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛%❛♠❡"❡%!✿
ϕ∗ = κ[f + fs
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1
]
1
θ
✭✷✳✷✺✮
✷✵
■♥ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ "❤✐. ✇✐❧❧ ❜❡ "❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉&♦✛✳
✷✶
❚❤✐. ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡. 4❡❛.♦♥❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧. ♦❢ ❛❞♠✐♥✐."4❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦.".✳ ❋♦4 ✐♥."❛♥❝❡✱ ✐❢ s = 1.05 ❛♥❞ σ = 2✱
❛❞♠✐♥✐."4❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦.". ❤❛✈❡ "♦ ❜❡ ❛" ❧❡❛." 5% ♦❢ ♣4♦❞✉❝"✐♦♥ ✜①❡❞ ❝♦.".✳
✷✷
❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✺ ❢♦4 ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐" ❡①♣4❡..✐♦♥ ♦❢ ǫPs,high ✳
✷✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
❛♥❞
ϕ∗L = κ[f
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1
+ fs]
1
θ , ✭✷✳✷✻✮
✇❤❡+❡ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ -✉♠♠❛/✐③❡- 1❤❡ /❡-✉❧1- ❢♦/ 1❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦-1-
❝❛-❡ ✇✐1❤ ❛ ❣✐✈❡♥ -✉❜-✐❞② /❛1❡ s✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ )✉❜)✐❞② 1❛"❡ s✱ "❤❡1❡ ✐) ❜♦"❤ ❛ ♣1♦❞✉❝"
♠❛1❦❡" ❝✉"♦✛ ϕ∗ ❛♥❞ ❛ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❝✉"♦✛ ϕ∗L ❛♥❞
✶✳ "❤❡ ♣1✐❝❡ ✐♥❞❡① ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ Ps,high < Pbase;
✷✳ ϕ∗ ❧✐❡) ❛❜♦✈❡ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ϕ∗ > ϕ∗base❀
✸✳ ❛ 1✐)❡ ✐♥ s ♦1 f ✱ ♦1 ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs ✐♥❝1❡❛)❡) ϕ
∗
❛♥❞ JL ❜✉" ❞❡❝1❡❛)❡) ϕ
∗
L ❛♥❞ JA❀
✹✳ ❛ 1✐)❡ ✐♥ ✜1♠ ❤❡"❡1♦❣❡♥❡✐"② ✐♥❝1❡❛)❡) ❜♦"❤ ϕ∗ ❛♥❞ ϕ∗L.
@1♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✽✳
❋/♦♠ 1❤❡ ✜/-1 -1❛1❡♠❡♥1 ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ✐1 ❢♦❧❧♦✇- ❞✐/❡❝1❧② 1❤❛1 1❤❡ ✐♥1/♦❞✉❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡
-✉❜-✐❞② ❤❛- -1✐❧❧ ❛ ♣♦-✐1✐✈❡ ✐♠♣❛❝1 ♦♥ ❝♦♥-✉♠❡/ -✉/♣❧✉-✳ ❙✐♠✐❧❛/ 1♦ 1❤❡ ❧♦✇ ❝♦-1- ❝❛-❡✱
1❤❡ ✐♥1/♦❞✉❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ -✉❜-✐❞② /❡❞✉❝❡- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛/✐❡1✐❡- ✭-❡❝♦♥❞ -1❛1❡♠❡♥1✮✳ ❍♦✇❡✈❡/✱
✐♥ ❝♦♥1/❛-1 1♦ 1❤❡ ❧♦✇ ❝♦-1- ❝❛-❡✱ 1❤❡ ❝✉1♦✛- ❞❡♣❡♥❞ ♥♦1 ♦♥❧② ♦♥ 1❤❡ ✜①❡❞ ❝♦-1- ❜✉1 ❛❧-♦
♦♥ 1❤❡ -✉❜-✐❞② /❛1❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 1❤❡ -✉❜-✐❞② ❧❡❛❞- 1♦ ♠♦/❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜/♠-✱ ✐1
/❡❞✉❝❡- 1❤❡ 1♦1❛❧ ♠❛-- ♦❢ ❛❝1✐✈❡ ✜/♠-✳ ❇❡❝❛✉-❡ 1❤❡ ❧❡❛-1 ❡✣❝✐❡♥1 ✜/♠- ❡①✐1✱ 1❤❡/❡ ❛/❡
❧❡-- ✈❛/✐❡1✐❡- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚♦ ❣❡1 ❛♥ ✐♥1✉✐1✐♦♥ ❢♦/ 1❤❡ 1❤✐/❞ -1❛1❡♠❡♥1 ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✱ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✷✳✹ ✜/♠ ♣/♦✜1-
❛/❡ ♣❧♦11❡❞ ❛- ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ ✜/♠ ♣/♦❞✉❝1✐✈✐1②✳ ❇❡❛/✐♥❣ 1❤❡ /❡❧❛1✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐-1/❛1✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦-1- ✐- ♥♦1 ♣/♦✜1❛❜❧❡ ❢♦/ ❛❧❧ ❛❝1✐✈❡ ✜/♠- -✉❝❤ 1❤❛1 -♦♠❡ /❡❧❛1✐✈❡❧② ❧❡-- ❡✣❝✐❡♥1 ✜/♠-
♣/♦❞✉❝❡ ✇✐1❤♦✉1 1❤❡ -✉❜-✐❞② ✭π✲❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ♣/♦❞✉❝1 ♠❛/❦❡1 ❝✉1♦✛ ❧✐❡- ❛1 1❤❡ ✐♥1❡/-❡❝1✐♦♥
♦❢ 1❤❡ π✲❧✐♥❡ ❛♥❞ 1❤❡ ①✲❛①✐-✱ ✇❤✐❧❡ 1❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐1② ❝✉1♦✛ ❧✐❡- ❛1 1❤❡ ✐♥1❡/-❡❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ π✲❧✐♥❡
❛♥❞ 1❤❡ πs✲❧✐♥❡. ❆♥ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 1❤❡ -✉❜-✐❞② /❛1❡ /♦1❛1❡- 1❤❡ πs✲❧✐♥❡ ✉♣✇❛/❞-✱ ❜❡❝❛✉-❡ 1❤❡
♣♦-✐1✐✈❡ ❞✐/❡❝1 ❡✛❡❝1 ♦♥ ✜/♠-✬ ♣/♦✜1- ✐- -1/♦♥❣❡/ 1❤❛♥ 1❤❡ ♥❡❣❛1✐✈❡ ✐♥❞✐/❡❝1 ❡✛❡❝1 ❢/♦♠
1❤❡ ❞❡❝/❡❛-✐♥❣ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ π✲❧✐♥❡ /♦1❛1❡- ❞♦✇♥✇❛/❞-✱ ❜❡❝❛✉-❡ ♥♦♥✲❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜/♠-✬
♣/♦✜1- ❛/❡ ♦♥❧② ♥❡❣❛1✐✈❡❧② ❛✛❡❝1❡❞ 1❤/♦✉❣❤ 1❤❡ ❞❡❝/❡❛-✐♥❣ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❆- ❛ /❡-✉❧1✱ 1❤❡
♣/♦❞✉❝1 ♠❛/❦❡1 ❝✉1♦✛ ✐♥❝/❡❛-❡-✱ ❛♥❞ 1❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐1② ❝✉1♦✛ ❞❡❝/❡❛-❡-✳ ❆♥ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 1❤❡
❛❞♠✐♥✐-1/❛1✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦-1- ❤❛- 1❤❡ ♦♣♣♦-✐1❡ ❡✛❡❝1✳ ■1 -❤✐❢1- 1❤❡ πs✲❧✐♥❡ ❞♦✇♥✇❛/❞- ❛♥❞
♠❛❦❡- -✉❜-✐❞✐③❡❞ ♣/♦❞✉❝1✐♦♥ ❢♦/ 1❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧ ✜/♠ ❛1 1❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐1② ❝✉1♦✛ ✉♥♣/♦✜1❛❜❧❡
✭❡❧✐❣✐❜✐❧✐1② ❝✉1♦✛ ✐♥❝/❡❛-❡-✮✳ ❇❡❝❛✉-❡ ♦❢ 1❤❡ ❛--♦❝✐❛1❡❞ ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ 1❤❡ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ 1❤❡
π✲❧✐♥❡ /♦1❛1❡- ✉♣✇❛/❞- ❛♥❞ ♠♦/❡ ✜/♠- ✜♥❞ ✐1 ♣/♦✜1❛❜❧❡ 1♦ ❜❡ ❛❝1✐✈❡ ✭♣/♦❞✉❝1 ♠❛/❦❡1
❝✉1♦✛ ❞❡❝❧✐♥❡-✮✳
❊✈❡♥ 1❤♦✉❣❤ ❜♦1❤ ❝✉1♦✛- ✐♥❝/❡❛-❡ ✐♥ ✜/♠ ❤❡1❡/♦❣❡♥❡✐1② ✭❢♦✉/1❤ -1❛1❡♠❡♥1 ♦❢ ▲❡♠♠❛
✷✳✷✮✱ 1❤❡ ♠❛-- ♦❢ ✜/♠- 1❤❛1 /❡❝❡✐✈❡ -✉❜-✐❞✐❡- ♠❛② ✐♥❝/❡❛-❡✿
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 !♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✾
❚❤❡-❡ ❛-❡ /✇♦ ❝♦✉♥/❡-❛❝/✐♥❣ ❡✛❡❝/6 /❤❛/ ❞❡/❡-♠✐♥❡ /❤❡ ✐♠♣❛❝/ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝-❡❛6❡ ✐♥ ✜-♠
❤❡/❡-♦❣❡♥❡✐/② ♦♥ /❤❡ ♠❛66 ♦❢ ✜-♠6✳ ❋✐-6/✱ ♠♦-❡ ❞✐6♣❡-6✐♦♥ ✐♥ ✜-♠ ♣-♦❞✉❝/✐✈✐/② ✐♠♣❧✐❡6
♠♦-❡ ❤✐❣❤ ♣-♦❞✉❝/✐✈❡ ✜-♠6 ✭✐✳❡✳✱ ❢❛//❡- /❛✐❧ ♦❢ /❤❡ @❛-❡/♦ ❞✐6/-✐❜✉/✐♦♥✮ ✐♥ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ❝♦♥❞✐/✐♦♥❛❧ ♦♥ /❤❡ -❡❧❡✈❛♥/ ❝✉/♦✛✱ /❤❡ ♠❛66 ♦❢ ✜-♠6 /♦ /❤❡ -✐❣❤/ ♦❢ /❤✐6 ❝✉/♦✛
✐♥❝-❡❛6❡6✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉6❡ ♦❢ /❤❡ ❛66♦❝✐❛/❡❞ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ /❤❡ ♣-✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ /❤❡ -❡❧❡✈❛♥/
❝✉/♦✛ ✐♥❝-❡❛6❡6 ❛♥❞ /❤❡-❡ ✐6 ❛ ♥❡❣❛/✐✈❡ ❡✛❡❝/ ♦♥ /❤❡ ♠❛66 ♦❢ ✜-♠6✳ ❋♦- /❤❡ /♦/❛❧ ♠❛66
♦❢ ❛❝/✐✈❡ ✜-♠6 JA✱ /❤❡ 6❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝/ ❛❧✇❛②6 ❞♦♠✐♥❛/❡6✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❢♦- /❤❡ ♠❛66 ♦❢ ✜-♠6
/❤❛/ -❡❝❡✐✈❡ 6✉❜6✐❞✐❡6 JL✱ /❤❡ ✜-6/ ❡✛❡❝/ ❝❛♥ ❞♦♠✐♥❛/❡ /❤❡ 6❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛-/✐❝✉❧❛-✱
✐❢ /❤❡ 6✉❜6✐❞② ✐6 6✉✣❝✐❡♥/❧② ❤✐❣❤✱ 6/❛-/✐♥❣ ❢-♦♠ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❛ -✐6❡ ✐♥ ✜-♠ ❤❡/❡-♦❣❡♥❡✐/②
✐♥❝-❡❛6❡6 JL✳
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❋♦- ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ ✜-♠ ❞✐6♣❡-6✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ ♠♦-❡ ❤❡/❡-♦❣❡♥❡✐/② ❧❡❛❞6 /♦
❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ JL✳ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✺ 6❤♦✇6 /❤✐6 -❡6✉❧/ ❣-❛♣❤✐❝❛❧❧②✳
❚♦ ❝♦♠♣❛-❡ /❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦6/6 ❝❛6❡ ✇✐/❤ /❤❡ ❧♦✇ ❝♦6/6 ❝❛6❡✱ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✻ 6❤♦✇6 /❤❡ ❝✉/♦✛6
❛6 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❞♠✐♥✐6/-❛/✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦6/6✳ ❋♦- ❧♦✇ ❧❡✈❡❧6 ♦❢ fs✱ /❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐/② ❛♥❞
♣-♦❞✉❝/ ♠❛-❦❡/ ❝✉/♦✛✱ ϕ∗L,low, 6/❛-/6 ❛/ /❤❡ ❜❛6❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ ϕ
∗
base✱ ❛♥❞ ✐6 ✐♥❝-❡❛6✐♥❣ ✐♥
✷✸
❙❡❡ ♣#♦♦❢ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✾ ❢♦# .❤❡ ❡①❛❝. .❤#❡2❤♦❧❞ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ♦♥ s✳ ■❢ s ❧✐❡2 ❜❡❧♦✇ .❤✐2 .❤#❡2❤♦❧❞✱ .❤❡ ♠❛22
♦❢ ✜#♠2 .❤❛. #❡❝❡✐✈❡ 2✉❜2✐❞✐❡2 ✐2 ❛❧✇❛②2 ✐♥❝#❡❛2✐♥❣ ✐♥ ✜#♠ ❤❡.❡#♦❣❡♥❡✐.②✱
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< 0.
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ϕ
fs
ϕ∗L,low
ϕ∗L
ϕ∗
ϕ∗base
▲♦✇ ❈♦$%$ ❈❛$❡ ❍✐❣❤ ❈♦$%$ ❈❛$❡
❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿  !♦❞✉❝&✐✈✐&② ❝✉&♦✛+ ❛♥❞ ❛❞♠✐♥✐+&!❛&✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦+&+
fs✳ ❋♦# ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❝♦,-,✱ fs > f(s
σ−1 − 1)✱ -❤❡#❡ ❛#❡ -✇♦ ❝✉-♦✛,✳ ❚❤❡ ♣#♦❞✉❝- ♠❛#❦❡-
❝✉-♦✛✱ ϕ∗, ✐, ❞❡❝#❡❛,✐♥❣ ✐♥ fs ❛♥❞ ❝♦♥✈❡#❣❡, -♦ -❤❡ ❜❛,❡❧✐♥❡ ❝✉-♦✛ ❢♦# fs →∞✳ ❍♦✇❡✈❡#✱
-❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐-② ❝✉-♦✛✱ ϕ∗L, ✐, ✐♥❝#❡❛,✐♥❣ ✐♥ fs✳ ❋♦# fs → f(s
σ−1 − 1), -❤❡ -✇♦ ❝✉-♦✛, ♦❢
-❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦,-, ❝❛,❡ ❝♦♥✈❡#❣❡ -♦ -❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝✉-♦✛ ♦❢ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦,-, ❝❛,❡✳ ■♥ -❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦,-,
❝❛,❡✱ -❤❡ ,✉❜,✐❞② ❝❛✉,❡, ❛♥ ✇✐-❤✐♥✲✐♥❞✉,-#② ❝♦♥✢✐❝- ❜❡-✇❡❡♥ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲#❡❝❡✐✈✐♥❣
✜#♠,✳ ❋✐❣✉#❡ ✷✳✻ ❞❡♠♦♥,-#❛-❡, -❤❡ ❡①-❡♥,✐✈❡ ♠❛#❣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ -❤✐, ❝♦♥✢✐❝-✿ ❧♦✇❡#
❛❞♠✐♥✐,-#❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,-, ✭♦# ❛ ❤✐❣❤❡# ,✉❜,✐❞② #❛-❡✮ #❡❞✉❝❡ -❤❡ ♠❛,, ♦❢ ❛❝-✐✈❡ ✜#♠, ✭✐✳❡✳✱
ϕ∗ ✐♥❝#❡❛,❡,✮ ❛♥❞ ✐♥❝#❡❛,❡ -❤❡ ♠❛,, ♦❢ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠, ✭✐✳❡✳✱ ϕ∗L ❞❡❝❧✐♥❡,✮✳
❚❤❡ ,✉❜,✐❞② #❡❧♦❝❛-❡, ♣#♦✜-, ❢#♦♠ ❧❡,, ❡✣❝✐❡♥- ✜#♠, -♦ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥- ✜#♠,✱ ❜❡❝❛✉,❡
-❤❡ ❧❛--❡# ❛#❡ ❛❜❧❡ -♦ ♣❛② -❤❡ ❛❞♠✐♥✐,-#❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,-,✳ ❚❤✉,✱ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠, ❞♦ ♥♦-
❥✉,- ❣❛✐♥ ❢#♦♠ -❤❡ ,✉❜,✐❞②✱ -❤❡② ❛❧,♦ ❜❡♥❡✜- ❛- -❤❡ ❡①♣❡♥,❡ ♦❢ ♥♦♥✲#❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠,✳
❚❤#♦✉❣❤ -❤❡ ❛,,♦❝✐❛-❡❞ ❞#♦♣ ✐♥ -❤❡ ♣#✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ ❛♥ ✐♥❝#❡❛,❡ ✐♥ -❤❡ ,✉❜,✐❞② #❛-❡ #❡,✉❧-,
✐♥ ❛ ♥❡❣❛-✐✈❡ ❡①-❡#♥❛❧✐-② ❢♦# ♦-❤❡# ✜#♠,✱ ❡,♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦# ♥♦♥✲#❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♠♣❡-✐-♦#,✳
■♥ -❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦,-, ❝❛,❡✱ -♦-❛❧ ,✉❜,✐❞② ♣❛②♠❡♥-, ❛#❡ Shigh = (s−1)
σ−1
σ
RE✳
✷✹
●✐✈❡♥ -❤❡
❜✉❞❣❡- ❝♦♥,-#❛✐♥- ♦❢ -❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥-✱ -❤❡ ✉♣♣❡# ❜♦✉♥❞ ♦♥ -❤❡ ,✉❜,✐❞② #❛-❡ ✐, ✐♠♣❧✐❝✐-❧②
❞❡✜♥❡❞ ❜② s¯high = 1 +
σ
σ−1
1
RE
✳ ❚❤✉,✱ ❛♥② ,✉❜,✐❞② #❛-❡ -❤❛- ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ✐♥ -❤❡ ❧♦✇
❝♦,-, ❝❛,❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧,♦ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ✐♥ -❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦,-, ❝❛,❡✳ ■♥-✉✐-✐✈❡❧②✱ ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❝♦,-,
❛❧❧♦✇ -♦ ❤✐❣❤❧② ,✉❜,✐❞✐③❡ ❛ ,♠❛❧❧ ♠❛,, ♦❢ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠,✳ ❇❡❝❛✉,❡ ❛❣❣#❡❣❛-❡ #❡✈❡♥✉❡,
♦❢ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠, ❛#❡ ♥♦✇ ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ,✉❜,✐❞② #❛-❡✱ -❤❡ ❞❡#✐✈❛-✐✈❡ ♦❢ Shigh ✇✐-❤
#❡,♣❡❝- -♦ s ✐,
∂Shigh
∂s
=
σ − 1
σ
RE + (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE
∂s
. ✭✷✳✷✼✮
❚❤❡ ,❡❝♦♥❞ -❡#♠ ♦❢ -❤✐, ❡①♣#❡,,✐♦♥ ❝♦♥-❛✐♥, -✇♦ ❛❞❞✐-✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧, -❤❛- ❛✛❡❝- Shigh✳
❋✐#,-✱ ❛- -❤❡ ✐♥-❡♥,✐✈❡ ♠❛#❣✐♥✱ ❛❧#❡❛❞② #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠, ✐♥❝#❡❛,❡ -❤❡✐# #❡✈❡♥✉❡,✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❛- -❤❡ ❡①-❡♥,✐✈❡ ♠❛#❣✐♥✱ -❤❡#❡ ❛#❡ ,♦♠❡ ✜#♠, -❤❛- ,-❛#- ,✉❜,✐❞✐③❡❞ ♣#♦❞✉❝-✐♦♥ ✭ϕ∗L
❞❡❝#❡❛,❡,✮✳ ■♥ ❝♦♥-#❛,- -♦ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦,-, ❝❛,❡✱ -♦-❛❧ ,✉❜,✐❞② ♣❛②♠❡♥-, ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ -❤❡
❛❞♠✐♥✐,-#❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,-,✱ ♦♥ -❤❡ ♣#♦❞✉❝-✐♦♥ ✜①❡❞ ❝♦,-, ❛♥❞ ♦♥ ✜#♠ ❤❡-❡#♦❣❡♥❡✐-② ✭✐✳❡✳✱
-❤❡ M❛#❡-♦ ,❤❛♣❡ ♣❛#❛♠❡-❡# θ✮✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳✸✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "♦"❛❧ )✉❜)✐❞② ♣❛②♠❡♥") ❞❡❝3❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐)"3❛✲
"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦)")✱
∂Shigh
∂fs
< 0✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ "♦"❛❧ )✉❜)✐❞② ♣❛②♠❡♥") ✐♥❝3❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ♣3♦❞✉❝"✐♦♥
✷✹
❊①♣❧✐❝✐& ❡①♣(❡))✐♦♥) ❢♦( RE ✱
∂RE
∂s
✱ ΠE ❛♥❞ ΠNE ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✺✳
✷✳✹✳ ❚❍❊ ❍■●❍ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✷✼
✜①❡❞ ❝♦&'&✱
∂Shigh
∂f
> 0 ❛♥❞ ✐♥ ✜,♠ ❤❡'❡,♦❣❡♥❡✐'② ✭✐✳❡✳✱ ❧♦✇❡, θ✮
∂Shigh
∂θ
< 0✳
6,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✻✳
❍✐❣❤❡. ❛❞♠✐♥✐12.❛2✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦121 ❧❡❛❞ 2♦ ❧❡11 ✜.♠1 2❤❛2 .❡❝❡✐✈❡ 2❤❡ 1✉❜1✐❞✐❡1✱ ❜✉2
2❤❡ .❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜.♠1 ❛.❡ ♦♥ ❛✈❡.❛❣❡ ♠♦.❡ ♣.♦❞✉❝2✐✈❡✳ ❋❛❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡. ♣.✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ 2❤❡1❡
✜.♠1 ✐♥❝.❡❛1❡ 2❤❡✐. 1❛❧❡1 ❛♥❞ 2❤❡ 1✉❜1✐❞② ♣❛②♠❡♥21 ♣❡. ✜.♠ ❛❧1♦ ✐♥❝.❡❛1❡✳ ❍♦✇❡✈❡.✱
2❤❡ ♥❡❣❛2✐✈❡ ❡✛❡❝2 ♦♥ 2❤❡ ❡①2❡♥1✐✈❡ ♠❛.❣✐♥ ✭❧❡11 ✜.♠1 1✉❜1✐❞✐③❡❞✮ ✐1 12.♦♥❣❡.✱ 1✉❝❤ 2❤❛2
2♦2❛❧ 1✉❜1✐❞② ♣❛②♠❡♥21 ❞❡❝.❡❛1❡✱
∂Shigh
∂fs
< 0✳ ■♥ ❝♦♥2.❛12✱ ❤✐❣❤❡. ♣.♦❞✉❝2✐♦♥ ✜①❡❞ ❝♦121
✐♥❝.❡❛1❡ 2♦2❛❧ 1✉❜1✐❞② ♣❛②♠❡♥21✱
∂Shigh
∂f
> 0✳ ❉✉❡ 2♦ 2❤❡ ❛11♦❝✐❛2❡❞ .✐1❡ ✐♥ 2❤❡ ♣.✐❝❡
✐♥❞❡①✱ ♠♦.❡ ✜.♠1 .❡❝❡✐✈❡ 1✉❜1✐❞✐❡1 ❛♥❞ 2❤❡1❡ ✜.♠1 ❛❧1♦ ✐♥❝.❡❛1❡ 2❤❡✐. 1❛❧❡1✳ ❆♥ ✐♥❝.❡❛1❡
✐♥ 2❤❡ D❛.❡2♦ 1❤❛♣❡ ♣❛.❛♠❡2❡. ❧❡❛❞1 2♦ ❧❡11 ✜.♠ ❤❡2❡.♦❣❡♥❡✐2② ✭✐✳❡✳✱ 2❤✐♥♥❡. 2❛✐❧1 ♦❢ 2❤❡
D❛.❡2♦ ❞✐12.✐❜✉2✐♦♥✮✳ ❆❣❣.❡❣❛2❡ .❡✈❡♥✉❡1 ♦❢ .❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜.♠1 ❞❡❝.❡❛1❡ ❛♥❞ 2♦2❛❧ 1✉❜1✐❞②
♣❛②♠❡♥21 ❛❧1♦ ❞❡❝❧✐♥❡✱
∂Shigh
∂θ
< 0✳
❯1✐♥❣ 2❤❡ ❡①♣.❡11✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣.✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ 2❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦121 ❝❛1❡ ✭❡G✉❛2✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✮✱ 2❤❡
❞❡.✐✈❛2✐✈❡ ♦❢ ❝♦♥1✉♠❡. 1✉.♣❧✉1 ✇✐2❤ .❡1♣❡❝2 2♦ s ✐1
∂CShigh
∂s
=
RE
s
. ✭✷✳✷✽✮
◆♦2❡ 2❤❛2 RE ✐1 ♥♦2 ❝♦♥12❛♥2 ❜✉2 ❝♦♥✈❡.❣❡1 2♦ ③❡.♦ ❢♦. s → 1✳ ❚❤✉1✱ 2❤❡ ❞❡.✐✈❛2✐✈❡ ♦❢
❝♦♥1✉♠❡. ✇❡❧❢❛.❡ ✐1 ♥♦ ❧♦♥❣❡. ❛ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞❡❝.❡❛1✐♥❣ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✐♥ s.
✷✳✹✳✷ ❊①✲❛♥(❡ ✇❡❧❢❛-❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣-♦❞✉❝(✐♦♥ 7✉❜7✐❞②
❈♦♥1✐❞❡. 2❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛.❦ ❝❛1❡ ✇❤❡.❡ 2❤❡ ❣♦✈❡.♥♠❡♥2 ❝❤♦♦1❡1 2❤❡ ❡①✲❛♥'❡ ✇❡❧❢❛.❡ ♠❛①✲
✐♠✐③✐♥❣ 1✉❜1✐❞② .❛2❡ ❜❡❢♦.❡ ✜.♠1 ❡♥2❡. 2❤❡ ♠❛.❦❡2 ❛♥❞ ❝❧❛✐♠ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐2② ✭✐✳❡✳✱ 2❛❦✐♥❣ ✜.♠
❡♥2.② ❜❡❤❛✈✐♦. ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2✮✳ ❯1✐♥❣ 2❤❡ ❞❡.✐✈❛2✐✈❡1 ♦❢ ❝♦♥1✉♠❡. 1✉.♣❧✉1 ❛♥❞ ♦❢ 2♦2❛❧
1✉❜1✐❞② ♣❛②♠❡♥21 ✭❡G✉❛2✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❛♥❞ ❡G✉❛2✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮✮✱ 2❤❡ ✜.12✲♦.❞❡. ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❢♦. ❛♥
✐♥2❡.✐♦. ✇❡❧❢❛.❡ ♦♣2✐♠✉♠ ✐1
∂Whigh
∂s
=
∂CShigh
∂s
−
∂Shigh
∂s
=
RE
s
−
σ − 1
σ
RE − (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE
∂s
= 0. ✭✷✳✷✾✮
■❢ 2❤❡ 2❤✐.❞ 2❡.♠ ♦❢ 2❤❡ ✜.12✲♦.❞❡. ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ✇❛1 ③❡.♦✱ 2❤❡ ♠❛.❦✉♣ ❝♦♠♣❡♥1❛2✐♥❣ 1✉❜1✐❞②
.❛2❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥2❡.✐♦. ♦♣2✐♠✉♠✳ ❚❤✉1✱ 2❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ 1✉❜1✐❞② .❛2❡ ❝.✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥
2❤❡ ♠❛.❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝2 ♦♥ .❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜.♠1✬ ❛❣❣.❡❣❛2❡ .❡✈❡♥✉❡1
∂RE
∂s
✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ 2❤❡ ♣.♦♣❡.2✐❡1
♦❢ 2❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ 1✉❜1✐❞② .❛2❡✱ 2❤❡ ✜.12✲♦.❞❡. ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ .❡✇.✐22❡♥ ❜② ✉1✐♥❣ 2❤❡
❡❧❛12✐❝✐2② ♦❢ RE ✇✐2❤ .❡1♣❡❝2 2♦ s✱ ǫRE ,s =
∂RE
∂s
s
RE
≥ 0 ✳✷✺ ❚❤❡ ✐♥2❡.✐♦. ♦♣2✐♠✉♠ ✐1 2❤❡♥
✐♠♣❧✐❝✐2❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
s∗ =
σ
σ−1
+ ǫRE ,s
1 + ǫRE ,s
. ✭✷✳✸✵✮
◆♦2❡ 2❤❛2 2❤❡ .✐❣❤2✲❤❛♥❞ 1✐❞❡ ♦❢ 2❤✐1 ❡G✉❛2✐♦♥ ✐1 ❛❧1♦ ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ s. ❚❤✉1✱ ❛♥ ✐♥2❡.✐♦.
1♦❧✉2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥2 2❤❛2 1♦❧✈❡1 ❡G✉❛2✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✳ ❋.♦♠ ❡G✉❛2✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✱
✷✺
◆♦"❡ "❤❛" ǫRE ,s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦,❡❞ ✐♥"♦ ❛♥ ✐♥"❡♥,✐✈❡ ♠❛/❣✐♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡①"❡♥,✐✈❡ ♠❛/❣✐♥✿
ǫRE ,s = (σ − 1)
(
1−
RE
y
)
︸ ︷︷ ︸
✐♥"❡♥,✐✈❡ ♠❛/❣✐♥
+(θ − σ + 1)
RE
JRy
f
fs︸ ︷︷ ︸
❡①"❡♥,✐✈❡ ♠❛/❣✐♥
.
✷✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
 ✇♦ ♣$♦♣❡$ ✐❡' ♦❢  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛ ❡ ❛$❡ ✐♠♠❡❞✐❛ ❡❧② ❛♣♣❛$❡♥ ✳ ❋✐$' ✱  ❤❡ ♠❛$❦✉♣
❝♦♠♣❡♥'❛ ✐♥❣ '✉❜'✐❞② $❛ ❡✱ s = σ
σ−1
✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ǫRE ,s = 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐ ✐' ♥❡✈❡$
♦♣ ✐♠❛❧  ♦ '❡  ❤❡ '✉❜'✐❞② ❛❜♦✈❡  ❤❡ ♠❛$❦✉♣ ❝♦♠♣❡♥'❛ ✐♥❣ ❧❡✈❡❧✱ ❜❡❝❛✉'❡ ǫRE ,s ≥ 0✳ ■♥
❝♦♠♣❛$✐'♦♥  ♦  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡✱  ❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ❧♦'' ✐' $❡❧❛ ✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡$  ❤❛♥  ❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧
❣❛✐♥ ❢$♦♠ ❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥  ❤❡ '✉❜'✐❞② $❛ ❡✱ ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢  ❤❡ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧  ❤✐$❞  ❡$♠ ✐♥ ❡;✉❛ ✐♦♥
✭✷✳✷✾✮✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛ ❡ ❝❛♥♥♦ ❜❡ ❣$❡❛ ❡$  ❤❛♥  ❤❡ ✐♥ ❡$✐♦$ ♦♣ ✐♠✉♠
♦❢  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡✱ s = σ
σ−1
✳ ❚❤✉'✱ ❡✈❡♥  ❤♦✉❣❤ ❛ ❤✐❣❤❡$ '✉❜'✐❞② $❛ ❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞  ♦
❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧ '✉❜'✐❞✐③❡❞ ✈❛$✐❡ ✐❡'✱ ✐ ✐' ♥❡✈❡$ ♦♣ ✐♠❛❧  ♦ '❡  ❤❡ '✉❜'✐❞② $❛ ❡ ❛❜♦✈❡  ❤❡
♠❛$❦✉♣ ❝♦♠♣❡♥'❛ ✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ♥❡① ' ❡♣ ✐'  ♦ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤❡ ❤❡$ ❛♥ ✐♥ ❡$✐♦$ '♦❧✉ ✐♦♥ ✇✐ ❤
s ≤ σ
σ−1
❡①✐' '✳ ❆'  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ '❤♦✇'✱ ❜❡❝❛✉'❡ ǫRE ,s ✐' ' $✐❝ ❧② ✐♥❝$❡❛'✐♥❣ ❛♥❞
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ θ✱  ❤❡$❡ ❞♦❡' ♥♦ ❡①✐' ❛♥ ✐♥ ❡$✐♦$ '♦❧✉ ✐♦♥✳✷✻
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢♦- ❛♥② θ > σ✱ s∗ = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❡①✲❛♥"❡
✇❡❧❢❛-❡✳
6-♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✵✳
G$♦♣♦'✐ ✐♦♥ ✷✳✸ ✐' ;✉✐ ❡ ❞✐✛❡$❡♥ ❢$♦♠  ❤❡ ❝♦$$❡'♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡❧❢❛$❡ $❡'✉❧ ✐♥  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' '
❝❛'❡ ✭G$♦♣♦'✐ ✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❘❡❝❛❧❧✱ ✐♥  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡  ❤❡$❡ ✐' ❛❧✇❛②' ❛♥ ✐♥ ❡$✐♦$ '♦❧✉ ✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❢♦$ ✐♥❝$❡❛'✐♥❣ ❛❞♠✐♥✐' $❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦' ' ✐' ❞♦♠✐♥❛ ❡❞ ❜② ❛ ❝♦$♥❡$ '♦❧✉ ✐♦♥ ❛ 
s = 1✳ ■♥ ❝♦♥ $❛' ✱ G$♦♣♦'✐ ✐♦♥ ✷✳✸ ' ❛ ❡'  ❤❛ ✐♥  ❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦' ' ❝❛'❡✱  ❤❡$❡ ❞♦❡' ♥♦ 
❡✈❡♥ ❡①✐' ❛♥② ✐♥ ❡$✐♦$ '♦❧✉ ✐♦♥✳ ❚❤✐' ✐' ❞✉❡  ♦  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛ ❛❣❣$❡❣❛ ❡ $❡✈❡♥✉❡' ♦❢
$❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜$♠' ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥  ❤❡ '✉❜'✐❞② $❛ ❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝$❡❛'❡'  ❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ❧♦'' ✐♥ '✉❜'✐❞②
♣❛②♠❡♥ '✳
❚❤❡ ✇❡❧❢❛$❡ ✐♠♣❛❝ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐' $❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦' ' ❛❧'♦ ❞✐✛❡$' ❢$♦♠
 ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦$♦❧❧❛$② ❝❛♥ ❜❡ ' ❛ ❡❞✿
❈♦!♦❧❧❛!② ✷✳✹✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ✐❢ θ ✐) )✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤✱ ✇❡❧❢❛-❡ ✐) ✐♥❝-❡❛)✐♥❣ ✐♥
"❤❡ ❛❞♠✐♥✐)"-❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦)")✱
∂Whigh
∂fs
> 0✳
6-♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✼✳
■♥ ❝♦♠♣❛$✐'♦♥  ♦  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡✱ ❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐' $❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦' '
❛✛❡❝ ' ✇❡❧❢❛$❡  ❤$♦✉❣❤  ✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧'✳ ❋✐$' ✱ ♣♦'✐ ✐✈❡❧②  ❤$♦✉❣❤ ❞❡❝$❡❛'✐♥❣  ♦ ❛❧ '✉❜'✐❞②
♣❛②♠❡♥ ' ✭❈♦$♦❧❧❛$② ✷✳✸✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥❡❣❛ ✐✈❡❧②  ❤$♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❝♦♥'✉♠❡$ '✉$♣❧✉'✱
❜❡❝❛✉'❡  ❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡① $✐'❡'✳ ❍♦✇❡✈❡$✱  ❤❡ ❧❛  ❡$ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❛♠♣❡♥❡❞  ❤$♦✉❣❤ ❛♥
❡✛❡❝ ♦♥  ❤❡ ❡① ❡♥'✐✈❡ ♠❛$❣✐♥✱ ❜❡❝❛✉'❡  ❤❡ ♣$♦❞✉❝ ♠❛$❦❡ ❝✉ ♦✛ ❞❡❝$❡❛'❡' ❛♥❞ ♠♦$❡
✈❛$✐❡ ✐❡' ❛$❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐' ♣♦'✐ ✐✈❡ ✈❛$✐❡ ② ❡✛❡❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦$❡ ♣$♦♥♦✉♥❝❡❞✱  ❤❡  ❤✐♥♥❡$
 ❤❡  ❛✐❧' ♦❢  ❤❡ G❛$❡ ♦ ❞✐' $✐❜✉ ✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❤✐❣❤ θ)✳ ❚❤✉'✱ ✐♥ ❝♦♥ $❛'  ♦  ❤❡ ❧♦✇ ❝♦' ' ❝❛'❡✱
✇❡❧❢❛$❡ ✐♥  ❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦' ' ❝❛'❡ ✐' ♥♦ ♥❡❝❡''❛$✐❧② ❞❡❝$❡❛'✐♥❣ ✐♥  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐' $❛ ✐✈❡ ✜①❡❞
❝♦' '✳
✷✻
❋!♦♠ ❡%✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✱ ✐( ✐2 ❛♣♣❛!❡♥( (❤❛( ❛♥ ✐♥(❡!✐♦! 2♦❧✉(✐♦♥ !❡%✉✐!❡2 (❤❛( ❢♦! ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱ ǫRE ,s ✐2
2✉✣❝✐❡♥(❧② ❧♦✇✳ ❖(❤❡!✇✐2❡✱ (❤❡ ❧❡❢(✲❤❛♥❞ 2✐❞❡ ♦❢ ❡%✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②2 ❜❡ 2(!✐❝(❧② ❧❛!❣❡! (❤❛♥ (❤❡
!✐❣❤(✲❤❛♥❞ 2✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡!❣❡2 (♦ ✶ ❢♦! s → 1✳ ❇❡❝❛✉2❡ ǫRE ,s ✐2 2(!✐❝(❧② ✐♥❝!❡❛2✐♥❣ ✐♥ θ✱ (❤❡ ❡❧❛2(✐❝✐(②
❝❛♥ ❜❡ 2♦ ❧❛!❣❡ (❤❛( ❡%✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ❞♦❡2 ♥♦( ❤♦❧❞ ❛( ❛♥② ✐♥(❡!✐♦! ♣♦✐♥(✳ ◆♦(❡ (❤❛( θ > σ ✐2 ♥❡❝❡22❛!② ❢♦!
❛❣❣!❡❣❛(❡ %✉❛♥(✐(② (♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳
✷✳✹✳ ❚❍❊ ❍■●❍ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✷✾
❚❤❡ ✐♠♣❛❝( ♦❢ ❛♥ ✐♥❝,❡❛-❡ ✐♥ (❤❡ ❛❞♠✐♥✐-(,❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦-(- ♦♥ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠-✬ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣,♦✜(- ❞✐✛❡,- ✇✐(❤ ✜,♠ -✐③❡ ❛♥❞ ♣,♦❞✉❝(✐✈✐(②✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠- -✉✛❡,
❞✐,❡❝(❧② ❢,♦♠ ✐♥❝,❡❛-✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦-(-✱ (❤❡ ❧❛,❣❡-( ❛♥❞ ♠♦-( ❡✣❝✐❡♥( ✜,♠- ❜❡♥❡✜( ✐♥❞✐,❡❝(❧②
❢,♦♠ (❤❡ ❛--♦❝✐❛(❡❞ ✐♥❝,❡❛-❡ ✐♥ (❤❡ ♣,✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❋♦, (❤❡-❡ ✜,♠-✱ (❤❡ ✐♥❝,❡❛-❡ ✐♥ ✈❛,✐❛❜❧❡
♣,♦✜(- ♦✈❡,❝♦♠♣❡♥-❛(❡- (❤❡ ❧♦-- ❢,♦♠ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ ❝♦-(-✳
✷✼
❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ❛♥ ✐♥(❡,❡-(✲
✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❡♠❡,❣❡-✿ ❧❛,❣❡ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠- ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥(❡,❡-( ✐♥ ✐♥❝,❡❛-✐♥❣ (❤❡
❛❞♠✐♥✐-(,❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦-(-✱ -✉❝❤ (❤❛( ❧❡-- ❡✣❝✐❡♥( ✜,♠- ❞❡❝✐❞❡ (♦ ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡, -✉❜-✐❞✐③❡❞✳
❍❡♥❝❡✱ (❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ (❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦-(- ❝❛-❡ ❞❡❧✐✈❡,- ♥❡✇ ✐♥-✐❣❤(- ✐♥(♦ (❤❡ -❡♥-✐(✐✈✐(② ♦❢
(❤❡ ❡①✲❛♥(❡ ♦♣(✐♠❛❧ -✉❜-✐❞② ,❛(❡✳ ■❢ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐-(,❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦-(- ✐♥❞✉❝❡ ♦♥❧② -♦♠❡
❛❝(✐✈❡ ✜,♠- (♦ ❝❧❛✐♠ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ❢♦, (❤❡ -✉❜-✐❞②✱ ❛♥② -✉❜-✐❞② ,❡❞✉❝❡- ✇❡❧❢❛,❡✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱
❛♥ ❡①✲❛♥%❡ ✇❡❧❢❛,❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡,♥♠❡♥( -❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡(❡❧② ♥❡❣❧❡❝( (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ♠❛,❦✉♣
❞✐-(♦,(✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❛♥ ✐♥❝,❡❛-❡ ♦❢ (❤❡ -✉❜-✐❞② ✐- ❛--♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ ❛ ✇✐(❤✐♥✲✐♥❞✉-(,②
❝♦♥✢✐❝( ❜❡(✇❡❡♥ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠-✳ ❲❤✐❧❡ ❣❡♥❡,❛❧ ✇❡❧❢❛,❡ ✐- ,❡❞✉❝❡❞
❜② (❤❡ ✐♥(,♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝,❡❛-❡ ♦❢ ❛ -✉❜-✐❞②✱ ❧❛,❣❡ ✜,♠- -(✐❧❧ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡-❡ ,❡-✉❧(-
♠♦(✐✈❛(❡ (❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦, (❤❡ -✉❜-✐❞② ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❡❝(✐♦♥✳
✷✳✹✳✸ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ +❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦/+/ ❝❛/❡
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ *❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦2*2 ❝❛2❡✳ ❈♦♥-✐❞❡, ❛ ❣♦✈❡,♥♠❡♥(
(❤❛( ✐- ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ -❡(- (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ -✉❜-✐❞② ,❛(❡ ✇✐(❤✐♥ (❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡ ✭✐✳❡✳✱ (❛❦✐♥❣ ❡♥(,② ❜❡❤❛✈✐♦, ♦❢ ✜,♠- ❛- ❣✐✈❡♥✮✳ ❚❛❦✐♥❣ (❤❡ ♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
❛❝(✐✈❡ ✜,♠- ❛- ❣✐✈❡♥✱ (❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥( ❝❤♦♦-❡- ❛ -✉❜-✐❞② ,❛(❡ (❤❛( -♦❧✈❡- ❡I✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮✳
❉❡✜♥❡ ǫ˜RE ,s ❛- (❤❡ ❡❧❛-(✐❝✐(② ♦❢ ❛❣❣,❡❣❛(❡ ❧♦❜❜② ,❡✈❡♥✉❡- ✇✐(❤ ,❡-♣❡❝( (♦ (❤❡ -✉❜-✐❞② ,❛(❡✱
❤♦❧❞✐♥❣ (❤❡ ♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝(✐✈❡ ✜,♠- ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❞❡-❝,✐❜❡- (❤❡
♦♣(✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦, ♦❢ (❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥(✿
▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ■♥ %❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦,%, ❝❛,❡✱ %❤❡ ❣♦✈❡/♥♠❡♥% ✐♠♣❧❡♠❡♥%, so =
σ
σ−1
+(1+ 1σ−1
1
α)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
✐♥ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳
6/♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✶✳
❚❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ (❤❡ -✉❜-✐❞② ,❛(❡ ❞❡♣❡♥❞- ❝,✉❝✐❛❧❧② ♦♥ (❤❡ ❡❧❛-(✐❝✐(② ǫ˜RE ,s✳ ■♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✶✱ ■ -❤♦✇ (❤❛( (❤✐- ❡❧❛-(✐❝✐(② ❝❛♥ ❜❡ ✇,✐((❡♥ ❛- ǫ˜RE ,s = (σ−1)
(
1− RE
y
)
✳
❚❤✐- ❡①♣,❡--✐♦♥ -❤♦✇- ✈❡,② ✐♥(✉✐(✐✈❡❧② (❤❛( ǫ˜RE ,s ✐- ❛ ❞❡❝,❡❛-✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ,❡❧❛(✐✈❡
❛❣❣,❡❣❛(❡❞ ❧♦❜❜② ,❡✈❡♥✉❡-
RE
y
❛♥❞ (❤❛( ✐( ✐- (❤❡,❡❢♦,❡ ❛❧-♦ ❛ ❞❡❝,❡❛-✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡
,❡❧❛(✐✈❡ ♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠- JR✳ ■❢ (❤❡ ,❡❧❛(✐✈❡ ♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠- ❝♦♥✈❡,❣❡- (♦
♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ RE → y✮✱ (❤❡ ♣♦-✐(✐✈❡ ❡✛❡❝( ♦♥ ❛❣❣,❡❣❛(❡ ❧♦❜❜② ,❡✈❡♥✉❡- ❞✉❡ (♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛-❡ ✐♥
(❤❡ -✉❜-✐❞② ,❛(❡ ✐- ❡①❛❝(❧② ❝♦♠♣❡♥-❛(❡❞ ❜② (❤❡ ❛--♦❝✐❛(❡❞ ❞,♦♣ ✐♥ (❤❡ ♣,✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭✐✳❡✳✱
(❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥✈❡,❣❡- (♦ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦-(- ❝❛-❡✮✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ (❤❡ ❡❧❛-(✐❝✐(② ǫ˜RE ,s ❝♦♥✈❡,❣❡-
(♦ ③❡,♦ ❛♥❞ (❤❡ ♠❛,❦✲✉♣ ❝♦♠♣❡♥-❛(✐♥❣ -✉❜-✐❞② ,❛(❡ ✐- ♦♣(✐♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐❢ (❤❡ ,❡❧❛(✐✈❡
♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠- ❝♦♥✈❡,❣❡- (♦ ③❡,♦ ✭✐✳❡✳✱ RE → 0✮✱ (❤❡ ✐♠♣❛❝( ♦❢ (❤❡ -✉❜-✐❞② ♦♥
(❤❡ ♣,✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐- ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ (❤❡ ❡❧❛-(✐❝✐(② ǫ˜RE ,s ❝♦♥✈❡,❣❡- (♦ (σ − 1)✳ ■♥ (❤✐- ❝❛-❡✱
✷✼
❱❛"✐❛❜❧❡ ♣"♦✜*+ ❛"❡ ✐♥❝"❡❛+✐♥❣ ✐♥ *❤❡ ♣"✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ♠♦♥♦*♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝"❡❛+✐♥❣ ✐♥ fs✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ *❤❡"❡
❡①✐+*+ ❛ ♣"♦❞✉❝*✐✈✐*② ❝✉*♦✛ ϕfs ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
∂πs(ϕfs )
∂fs
= 0✱ +✉❝❤ *❤❛* ❢♦" ❛❧❧ ✜"♠+ ✇✐*❤ ϕ > ϕfs , *❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥
✈❛"✐❛❜❧❡ ♣"♦✜*+ ❞♦♠✐♥❛*❡+ *❤❡ ✭❞✐"❡❝*✮ ❧♦++ ❢"♦♠ ❛♥ ✐♥❝"❡❛+❡ ✐♥ fs.
✸✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
 ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ )✉❜)✐❞② ✐) so = σ
σ−1
+ 1
σ
(
1−α
α
)
. ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡) ❛❜❧✐)❤❡❞  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❈♦/♦❧❧❛/②✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② /❛%❡ so ❧✐❡* ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ %❤❡ ♠❛/❦✲✉♣ ❝♦♠♣❡♥*❛%✐♥❣
/❛%❡ s = σ
σ−1
✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α < 1 (α > 1)✳
■❢  ❤❡ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ ♣✉ ) ❧❡)) ✇❡✐❣❤ ♦♥ ❣❡♥❡/❛❧ ✇❡❧❢❛/❡  ❤❛♥ ♦♥ ❧♦❜❜② ❝♦♥ /✐❜✉ ✐♦♥)✱ α <
1✱  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ )✉❜)✐❞② ✐) ❣/❡❛ ❡/  ❤❛♥  ❤❡ ♠❛/❦✲✉♣ ❝♦♠♣❡♥)❛ ✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ 
 ❤❛ ❞♦❡) ♥♦ ♣✉ ❛♥② ✇❡✐❣❤ ♦♥ ❣❡♥❡/❛❧ ✇❡❧❢❛/❡ ✭✐✳❡✳✱ α → 0✮ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦)❡  ❤❡ ❤✐❣❤❡) 
❢❡❛)✐❜❧❡ )✉❜)✐❞② /❛ ❡ ✐ ✐) ❛❜❧❡  ♦ ✜♥❛♥❝❡✱ so = s¯. ■❢  ❤❡ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ ♣✉ ) ♠♦/❡ ✇❡✐❣❤ 
♦♥ ✇❡❧❢❛/❡  ❤❛♥ ♦♥ ❧♦❜❜② ❝♦♥ /✐❜✉ ✐♦♥)✱ α > 1✱  ❤❡ )✉❜)✐❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ♠❛/❦✲
✉♣ ❝♦♠♣❡♥)❛ ✐♥❣ /❛ ❡✳ ❋♦/ ❛ ❣♦✈❡/♥♠❡♥  ❤❛ ♠❛①✐♠✐③❡) ♦♥❧② ❣❡♥❡/❛❧ ✇❡❧❢❛/❡ ✇✐%❤✐♥
 ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞  ❤❛ ❞♦❡) ♥♦  ❛❦❡  ❤❡ ❧♦❜❜② ❝♦♥ /✐❜✉ ✐♦♥) ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥ ✭✐✳❡✳✱
α→∞✮✱ ✇❡ ❣❡ ✿
lim
α→∞
so =
σ
σ−1
+ ǫ˜RE ,s
1 + ǫ˜RE ,s
. ✭✷✳✸✶✮
❲✐ ❤ ǫ˜RE ,s ∈ (0, σ−1)✱ ✐ ❢♦❧❧♦✇) ❢/♦♠ ❡H✉❛ ✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮  ❤❛ limα→∞ s
o ∈
(
σ
σ−1
− 1
σ
, σ
σ−1
)
✳
❚❤❡/❡❢♦/❡✱  ❤❡ )✉❜)✐❞②  ❤❛ ♠❛①✐♠✐③❡) ❣❡♥❡/❛❧ ✇❡❧❢❛/❡ ✇✐ ❤✐♥  ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❧✐❡)
) /✐❝ ❧② ❜❡❧♦✇  ❤❡ ♠❛/❦✲✉♣ ❝♦♠♣❡♥)❛ ✐♥❣ /❛ ❡ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡  ❤❡ ❝♦/♥❡/ )♦❧✉ ✐♦♥ s = 1✳ ❚❤❡
❡①✲♣♦*% ✇❡❧❢❛/❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ )✉❜)✐❞② /❛ ❡ ✇✐ ❤✐♥  ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡H✉❛ ✐♦♥
✭✷✳✸✶✮✱ ❞✐✛❡/) ❝♦♥)✐❞❡/❛❜❧② ❢/♦♠  ❤❡ ❡①✲❛♥%❡ ✇❡❧❢❛/❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ )✉❜)✐❞② /❛ ❡ ✐♠♣❧✐❡❞
❜② ❡H✉❛ ✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✳ ❖♥❝❡ ✜/♠) ❤❛✈❡ ♣❛✐❞  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐) /❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦) )✱ ✐ ✐) ♥♦ ❧♦♥❣❡/
♦♣ ✐♠❛❧  ♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥  ❤❡ ❝♦/♥❡/ )♦❧✉ ✐♦♥ ❛) ▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ✇♦✉❧❞ )✉❣❣❡) ❢♦/ ❛♥ ❡①✲❛♥ ❡
✇❡❧❢❛/❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ ✳
❉❡♥♦ ❡ ϕo ❛♥❞ ϕoL  ❤❡ ❡H✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♣/♦❞✉❝ ♠❛/❦❡ ❝✉ ♦✛ ❛♥❞ ❧♦❜❜② ❝✉ ♦✛✱ /❡)♣❡❝✲
 ✐✈❡❧② ✭✐✳❡✳✱ ❡H✉❛ ✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮ ❛♥❞ ❡H✉❛ ✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❡✈❛❧✉❛ ❡❞ ❛ so✮✳ ❆♥ ✐❝✐♣❛ ✐♥❣  ❤❡ ♦♣✲
 ✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❢  ❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞  ❤❡ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ ✱ ❛ ✜/♠ ✇✐ ❤ ♣/♦❞✉❝ ✐✈✐ ② ϕ ❞❡❝✐❞❡)  ♦
❜❡ ❛♥ ❛❝ ✐✈❡ ♣/♦❞✉❝❡/ ♦♥❧② ✐❢ ϕ > ϕo✱ ❛♥❞  ♦ ❥♦✐♥  ❤❡ ❧♦❜❜② ♦♥❧② ✐❢ ϕ > ϕoL✳ ▲❡  ❤❡
❢✉♥❝ ✐♦♥ h(s) ❞❡♥♦ ❡  ❤❡ /❡❧❛ ✐✈❡ ♠❛)) ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡/) ❛) ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ )✉❜)✐❞②
/❛ ❡✿
h(s) = JR =
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1
. ✭✷✳✸✷✮
▲❡ z(JR) ❞❡♥♦ ❡  ❤❡ )✉❜)✐❞② /❛ ❡ )❡ ❜②  ❤❡ ❣♦✈❡/♥♠❡♥ ❛) ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ /❡❧❛ ✐✈❡
♠❛)) ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡/)✿
z(JR) = s =
σ
σ−1
+
(
1 + 1
σ−1
1
α
)
ǫ˜RE ,s
1 + ǫ˜RE ,s
. ✭✷✳✸✸✮
❆ ❛♥ ❡H✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♦❢  ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ z(JR) ❛♥❞ h(s) ✐♥ ❡/)❡❝ ✐♥  ❤❡ (s, JR) )♣❛❝❡✳
❋✐❣✉/❡ ✷✳✼ ❞❡♣✐❝ )  ❤❡ ❡H✉✐❧✐❜/✐✉♠ ❣/❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢♦/  ❤❡ ❝❛)❡ α < 1✱ ❛♥❞  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣/♦♣♦)✐ ✐♦♥ )❤♦✇)  ❤❛  ❤❡ ❡H✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♦❢  ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐) ✉♥✐H✉❡✳
)"♦♣♦+✐-✐♦♥ ✷✳✹✳ ■❢ fs > f(
(
σ
σ−1
)σ−1
− 1) ✭❤✐❣❤ ❝♦*%* ❝❛*❡✮✱ %❤❡/❡ ❡①✐*%* ❛ ✉♥✐>✉❡
❡>✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ *✉❝❤ %❤❛%
✶✳ ❛❧❧ ✜/♠* ✇✐%❤ ϕ > ϕo ♣/♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✜/♠* ✇✐%❤ ϕ > ϕoL ❡♥%❡/ %❤❡ ❧♦❜❜②✱
✷✳✹✳ ❚❍❊ ❍■●❍ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✸✶
❋✐❣✉$❡ ✷✳✼✿ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❡(✉✐❧✐❜+✐✉♠✱ ❤✐❣❤ ❝♦010 ❝❛0❡ (α < 1)
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥()✐❜✉(✐♦♥, ❛)❡ CT (so) = α(y ln(Pso
Ps∗
) + Sso − Ss∗),
✸✳ (❤❡ ❣♦✈❡)♥♠❡♥( ✐♠♣❧❡♠❡♥(, so =
σ
σ−1
+(1+ 1σ−1
1
α)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
.
5)♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✷✳
❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ♦❢ &❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳
❱❛"②✐♥❣ '❤❡ ✇❡❧❢❛"❡ ✇❡✐❣❤' α✳ ❚❤❡ -❡❧❛0✐✈❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠: JR ❞♦❡: ♥♦0
❞✐-❡❝0❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α✱ ♦♥❧② ✐♥❞✐-❡❝0❧② 0❤-♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 0❤❡ :✉❜:✐❞② -❛0❡✳ ❆♥ ✐♥❝-❡❛:❡
✐♥ 0❤❡ ✇❡❧❢❛-❡ ✇❡✐❣❤0✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ :❤✐❢0: 0❤❡ z(JR) ❝✉-✈❡ ✭❡?✉❛0✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✮ 0♦ 0❤❡ ❧❡❢0✱ :✉❝❤
0❤❛0 ❢♦- ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ JR 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ :✉❜:✐❞② -❛0❡ ❞❡❝❧✐♥❡:✳ ❚❤✐: ❧❡❛❞: 0♦ ❛ ❧♦✇❡-
❡?✉✐❧✐❜-✐✉♠ :✉❜:✐❞② -❛0❡ ❛♥❞ 0❤❡-❡❢♦-❡ 0♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ 0❤❡ -❡❧❛0✐✈❡ ♠❛:: ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠:✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ :✉♠♠❛-✐③❡: 0❤❡ ❡✛❡❝0: ♦❢ ❛♥ ✐♥❝-❡❛:❡ ✐♥ α✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✽ :❤♦✇:
0❤❡ -❡:✉❧0 ❣-❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢♦- 0❤❡ ❝❛:❡ ✇❤❡-❡ α < 1✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ■♥❝)❡❛,✐♥❣ (❤❡ ✇❡❧❢❛)❡ ✇❡✐❣❤( α ❞❡❝)❡❛,❡, ❜♦(❤ (❤❡ )❡❧❛(✐✈❡ ♠❛,, ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣
✜)♠, ❛♥❞ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ,✉❜,✐❞② )❛(❡✳
5)♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✸✳
❱❛"②✐♥❣ '❤❡ ❛❞♠✐♥✐3'"❛'✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦3'3 fs✳ ❇❡❝❛✉:❡ 0❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥0 ♠♦✈❡: ❛❢0❡-
✜-♠: ❥♦✐♥❡❞ 0❤❡ ❧♦❜❜②✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 0❤❡ ✜①❡❞ ❝♦:0: fs ❞♦❡: ♥♦0 ❤❛✈❡ ❛ ❞✐-❡❝0 ❡✛❡❝0 ♦♥ 0❤❡
♦♣0✐♠❛❧ ❞❡❝✐:✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥0
∂z(JR;fs)
∂fs
= 0✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ 0❤❡-❡ ✐: ❛♥ ✐♥❞✐-❡❝0 ❡✛❡❝0
♦♥ 0❤❡ :✉❜:✐❞② -❛0❡ ✈✐❛ 0❤❡ -❡❧❛0✐✈❡ ♠❛:: ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠:✿
ds
dfs
= ∂z(JR;fs)
∂JR
∂h(s;fs)
∂fs
. ❚❤❡
❞✐-❡❝0 ♥❡❣❛0✐✈❡ ❡✛❡❝0 ♦♥ 0❤❡ -❡❧❛0✐✈❡ ♠❛:: ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠: ✐:
∂h(s;fs)
∂fs
= − θ
σ−1
JR
fs
< 0.
❚❤❡-❡❢♦-❡✱ 0❤❡ h(s; fs) ❝✉-✈❡ :❤✐❢0: ❞♦✇♥✇❛-❞: ❛♥❞ ♦♥❧② 0❤❡ :✐❣♥ ♦❢
∂z(JR;fs)
∂JR
❞❡0❡-♠✐♥❡:
0❤❡ 0♦0❛❧ ❡?✉✐❧✐❜-✐✉♠ ❡✛❡❝0 ♦♥ 0❤❡ :✉❜:✐❞② -❛0❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ :✉♠♠❛-✐③❡: 0❤❡
❡✛❡❝0: ♦❢ ❛♥ ✐♥❝-❡❛:❡ ✐♥ 0❤❡ ❛❞♠✐♥✐:0-❛0✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦:0:✿
▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ■♥❝)❡❛,✐♥❣ (❤❡ ❛❞♠✐♥✐,()❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,(, fs ❛❧✇❛②, ❞❡❝)❡❛,❡, (❤❡ )❡❧❛(✐✈❡
✸✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
❋✐❣✉$❡ ✷✳✽✿ ❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ❤✐❣❤ ❝♦*&* ❝❛*❡ (α < 1)✿ ✐♥❝%❡❛*✐♥❣ α
♠❛"" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠"✱ ❜✉/ ✐♥❝,❡❛"❡" /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ "✉❜"✐❞② ,❛/❡ ✐❢ α < 1 ❛♥❞ ❞❡❝,❡❛"❡"
/❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ "✉❜"✐❞② ,❛/❡ ✐❢ α > 1✳
6,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✹✳
■❢ .❤❡ ❣♦✈❡3♥♠❡♥. ♣✉.6 ❛ 3❡❧❛.✐✈❡❧② ❧♦✇ ✇❡✐❣❤. ♦♥ ❣❡♥❡3❛❧ ✇❡❧❢❛3❡✱ α < 1✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡
✐♥ .❤❡ 3❡❧❛.✐✈❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠6 ❧❡❛❞6 .♦ ❛♥ ✐♥❝3❡❛6❡ ✐♥ .❤❡ 6✉❜6✐❞② 3❛.❡✳ ❚❤✐6
❡✛❡❝. ✐6 ❡♥.✐3❡❧② ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ .❤❡ 3❡❧❛.✐✈❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠6✳ ■♥ .❤✐6
❝❛6❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛3❞❡3 ❜② ✐♥❝3❡❛6✐♥❣ .❤❡ ❜❛33✐❡36 .♦ ❧♦❜❜②✱ ❧❡❛❞6 .♦ ❧❡66 ✜3♠6 .❤❛.
❧♦❜❜② ❜✉. .♦ ❛ ❤✐❣❤❡3 6✉❜6✐❞② 3❛.❡✳ ❋✐❣✉3❡ ✷✳✾ 6❤♦✇6 .❤❡ 3❡6✉❧. ❣3❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢♦3 .❤❡ ❝❛6❡
✇❤❡3❡ α < 1✳
❱❛"②✐♥❣ ✜"♠ ❤❡+❡"♦❣❡♥❡✐+② θ✳ ❆♥ ✐♥❝3❡❛6❡ ✐♥ θ ✐6 ❛66♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ ❛ .❤✐♥♥❡3 .❛✐❧
♦❢ .❤❡ D❛3❡.♦ ❞✐6.3✐❜✉.✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡66 ✜3♠ ❤❡.❡3♦❣❡♥❡✐.②✳ ❚❤✐6 ❤❛6 ❛ ❞✐3❡❝. ♥❡❣❛.✐✈❡ ❡✛❡❝.
♦♥ .❤❡ 3❡❧❛.✐✈❡ ♠❛66 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠6✱ 6❤✐❢.✐♥❣ .❤❡ h(s) ❝✉3✈❡ ❞♦✇♥✇❛3❞6✳ ❍♦✇❡✈❡3✱
❤♦❧❞✐♥❣ .❤❡ ✭3❡❧❛.✐✈❡✮ ♠❛66 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠6 ❝♦♥6.❛♥.✱ ❧❡66 ✜3♠ ❤❡.❡3♦❣❡♥❡✐.② ❧❡❛❞6 .♦ ❛
❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❛✈❡3❛❣❡ ♣3♦❞✉❝.✐✈✐.② ❛♥❞ .❤❡3❡❢♦3❡ .♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❛✈❡3❛❣❡ 3❡✈❡♥✉❡6 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣
✜3♠6✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱ ǫ˜RE ,s ✐♥❝3❡❛6❡6 ❡✈❡♥ ✐❢ .❤❡ ♠❛66 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠6 ✐6 ❝♦♥6.❛♥.✳ ❚❤✐6
❡✛❡❝. 6❤✐❢.6 .❤❡ z(JR) ❝✉3✈❡ .♦ .❤❡ 3✐❣❤. ✐❢ α < 1✱ ❛♥❞ .♦ .❤❡ ❧❡❢. ✐❢ α > 1✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛ 6✉♠♠❛3✐③❡6 .❤❡ ❡I✉✐❧✐❜3✐✉♠ ❡✛❡❝.6 ♦❢ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ✜3♠ ❤❡.❡3♦❣❡♥❡✐.② ❛♥❞ ❋✐❣✉3❡
✷✳✶✵ 6❤♦✇6 .❤❡ 3❡6✉❧. ❣3❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢♦3 .❤❡ ❝❛6❡ ✇❤❡3❡ α < 1✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✼✳ ■❢ α > 1, ❞❡❝,❡❛"✐♥❣ ✜,♠ ❤❡/❡,♦❣❡♥❡✐/② ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❝,❡❛"✐♥❣ θ✮ ❞❡❝,❡❛"❡" ❜♦/❤
/❤❡ ,❡❧❛/✐✈❡ ♠❛"" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠" ❛♥❞ /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ "✉❜"✐❞② ,❛/❡✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐❢ α < 1✱
❞❡❝,❡❛"✐♥❣ ✜,♠ ❤❡/❡,♦❣❡♥❡✐/② ✐♥❝,❡❛"❡" /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ "✉❜"✐❞② ,❛/❡ ❛♥❞ ❤❛" ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉"
❡✛❡❝/ ♦♥ /❤❡ ,❡❧❛/✐✈❡ ♠❛"" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠"✳
6,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✺
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ ❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ❤✐❣❤ ❝♦*&* ❝❛*❡ (α < 1)✿ ✐♥❝%❡❛*✐♥❣ fs
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ❤✐❣❤ ❝♦*&* ❝❛*❡ (α < 1)✿ ✐♥❝%❡❛*✐♥❣ θ
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ❤✐❣❤ ❝♦*&* ❝❛*❡ (α < 1)✿ ✐♥❝%❡❛*✐♥❣ σ
❱❛"②✐♥❣ '❤❡ ❡❧❛+'✐❝✐'② ♦❢ +✉❜+'✐'✉'✐♦♥ σ✳ ❆♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥ σ ❧❡❛❞' *♦ ♠♦$❡ ❤❡*❡$♦✲
❣❡♥❡✐*② ✐♥ *❤❡ '❛❧❡' ❞✐'*$✐❜✉*✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉'❡ ❤✐❣❤ ♣$♦❞✉❝*✐✈❡ ✜$♠' ❜❡♥❡✜* ♠♦$❡ ❢$♦♠ ❛
❤✐❣❤❡$ ❡❧❛'*✐❝✐*② ♦❢ '✉❜'*✐*✉*✐♦♥✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ *❤❡$❡ ✇✐❧❧ ❜❡ $❡❧❛*✐✈❡❧② ♠♦$❡ ✜$♠' ✐♥ *❤❡
❧♦❜❜②✱ '✉❝❤ *❤❛* *❤❡ h(s) ❝✉$✈❡ '❤✐❢*' ✉♣✇❛$❞'✳ ❈♦♥'✐❞❡$✐♥❣ *❤❡ ❧✐♠✐*' ♦❢ *❤❡ z(JR)
❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇❡ '❡❡ *❤❛* limJR→1 z(JR) =
σ
σ−1
❛♥❞ limJR→0 z(JR) =
σ
σ−1
+ 1
σ
1−α
α
. ❚❤✉'✱ *❤❡
z(JR) ❝✉$✈❡ '❤✐❢*' *♦ *❤❡ ❧❡❢*✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ '✉♠♠❛$✐③❡' *❤❡ ❡=✉✐❧✐❜$✐✉♠ ❡✛❡❝*'
♦❢ ❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥ σ✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ '❤♦✇' *❤❡ $❡'✉❧* ❣$❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢♦$ *❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡$❡
α < 1✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ■❢ α < 1✱ ✐♥❝&❡❛)✐♥❣ +❤❡ ❡❧❛)+✐❝✐+② ♦❢ )✉❜)+✐+✉+✐♦♥ σ ❞❡❝&❡❛)❡) +❤❡ ♦♣+✐♠❛❧
)✉❜)✐❞② &❛+❡ ❛♥❞ ❤❛) ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉) ❡✛❡❝+ ♦♥ +❤❡ &❡❧❛+✐✈❡ ♠❛)) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜&♠)✳
9&♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳✶✻✳
❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ )❡+✉❧&+✳ ❚♦ ✈✐'✉❛❧✐③❡ *❤❡ ❝♦♠♣❛$❛*✐✈❡ '*❛*✐❝ $❡'✉❧*' ❢♦$ ✈❛$✐♦✉' ✈❛❧✉❡' ♦❢
*❤❡ ✇❡❧❢❛$❡ ✇❡✐❣❤* α✱ ■ '✐♠✉❧❛*❡ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉'✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇✳ ■♥ ♣❛$*✐❝✉❧❛$✱ ■ '❡* *❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛$❛♠❡*❡$ ✈❛❧✉❡'✿ θ = 3, σ = 2.5✱ fs = 2✱ f = 1✱ J = 1✱ b = 1✱ y = 1✳ ❋✐❣✉$❡'
✷✳✶✷✱ ✷✳✶✸ ❛♥❞ ✷✳✶✹ '❤♦✇ *❤❡ ✐♠♣❛❝* ♦❢ ❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡ ✐♥ fs ✱ θ ❛♥❞ σ $❡'♣❡❝*✐✈❡❧②✱ ♦♥ *❤❡
♦♣*✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛*❡ ✐♥ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♦♥ *❤❡ $❡❧❛*✐✈❡ ❧♦❜❜② '✐③❡✳ ■♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷✱
*❤❡ $❡❧❛*✐✈❡ ❧♦❜❜② '✐③❡ ✐' ❛❧✇❛②' ❞❡❝$❡❛'✐♥❣ ✐♥ fs✱ ❛♥❞ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛*❡ ✐♥❝$❡❛'❡'
✐♥ fs ✐❢ α < 1 ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✻✮✳ ■♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸✱ ❜♦*❤ *❤❡ '✉❜'✐❞② ❛♥❞ *❤❡ $❡❧❛*✐✈❡ ❧♦❜❜② '✐③❡
❞❡❝$❡❛'❡ ✐♥ θ ✐❢ α > 1 ✳ ❋♦$ α < 1, *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛*❡ ✐♥❝$❡❛'❡' ✐♥ θ✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡
$❡❧❛*✐✈❡ ❧♦❜❜② '✐③❡ ❡✐*❤❡$ ✐♥❝$❡❛'❡' ✭❡✳❣✳✱ α = 0.001✮ ♦$ ❞❡❝$❡❛'❡' ✭❡✳❣✳✱ α = 0.5✮ ✭▲❡♠♠❛
✷✳✼✮✳ ■♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹✱ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ '✉❜'✐❞② $❛*❡ ❞❡❝$❡❛'❡' ✐♥ σ, ✐❢ α < 1 ❜✉* ❝❛♥ ✐♥❝$❡❛'❡
✐❢ α > 1 ✭❡✳❣✳✱ α = 1000✮ ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✽✮✳
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%"❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥")❛%" "♦ ❝♦♥✈❡♥"✐♦♥❛❧ ✇✐%❞♦♠ "❤❛" ❧♦❜❜② ♣♦✇❡) ❛♥❞ ❧♦❜❜② %✐③❡ ❛)❡ ♣♦%✐"✐✈❡❧②
)❡❧❛"❡❞✳
❚❤✐% ✐% "❤❡ ✜)%" ♣❛♣❡)✱ "♦ "❤❡ ❜❡%" ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ "❤❛" ♠❛❦❡% ❡①♣❧✐❝✐" ✉%❡ ♦❢ ❤❡"✲
❡)♦❣❡♥❡✐"② ✐♥ ✜)♠ ♣)♦❞✉❝"✐✈✐"② "♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ ❧♦❜❜② ❢♦)♠❛"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ "❤✐% ♣❛♣❡) ❣♦❡%
❜❡②♦♥❞ ❛ ♣✉)❡ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦)"❛♥" ❝❧❛%% ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧%✳ ●✐✈❡♥
"❤❡ ✐♠♣♦)"❛♥❝❡ ♦❢ ✇✐"❤✐♥✲✐♥❞✉%")② )❡❛❧❧♦❝❛"✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❤❡"❡)♦❣❡♥❡♦✉% ✜)♠
❧✐"❡)❛"✉)❡ ♦❢ ✐♥"❡)♥❛"✐♦♥❛❧ ")❛❞❡✱ "❤✐% ♣❛♣❡) %❤♦✇% "❤❛" "❤❡ ✇✐"❤✐♥✲✐♥❞✉%")② ✐♠♣❛❝" ♦❢
✜)♠✲%♣❡❝✐✜❝ ❣♦✈❡)♥♠❡♥" ♣♦❧✐❝✐❡% %❤♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡) ❜❡ ✐❣♥♦)❡❞✳ ❲❤✐❧❡ "❤❡ ♣❛♣❡) "❛❦❡% ❛
✜)%" %"❡♣ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇✐"❤✐♥✲✐♥❞✉%")② ✈❛)✐❛"✐♦♥ ✐♥ ✜)♠ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ "❤❡♦✲
)❡"✐❝❛❧❧②✱ ❢✉)"❤❡) )❡%❡❛)❝❤ ✕ ✐♥ ♣❛)"✐❝✉❧❛) ♦♥ "❤❡ ❡♠♣✐)✐❝❛❧ %✐❞❡ ✕ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡%%❛)② ❢♦) ❛
❜❡""❡) ✉♥❞❡)%"❛♥❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ✇✐"❤✐♥✲✐♥❞✉%")② ❡✛❡❝"% ♦❢ ✜)♠✲%♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧✐❝② ✐♥%")✉♠❡♥"%✳
✷✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✸✼
❆♣♣❡♥❞✐①
✷✳❆ )*♦♦❢- ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐1 ❡①♣*❡--✐♦♥-
✷✳❆✳✶ $%♦♦❢ ♦❢ ❈♦%♦❧❧❛%② ✷✳✶
❈♦%♦❧❧❛%②✳ ❯♥❞❡$ %$✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%$✐❜✉%✐♦♥ .❝❤❡❞✉❧❡.✱ %❤❡ ❡0✉✐❧✐❜$✐✉♠ .✉❜.✐❞② .❛%✐.✜❡.
so = arg max
s∈[1,s¯]
{αW (s) + ΠE(s)} .
5$♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣$♦♦❢ ✐( (✐♠✐❧❛$ ,♦ ,❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ●$♦((♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✭♣✳ ✽✹✵✱ ❢♦♦,♥♦,❡
✼✮✳ ❇② ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✸ ♦❢ ❉❡✜♥✐,✐♦♥ ✷✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡
Go = αW (so) + C(so) ≥ G = αW (s) + C(s) ∀s ∈ [1, s¯].
❇② ,$✉,❤❢✉❧♥❡((✱ ✇❡ ❤❛✈❡
CT (so) = ΠE(s
o)− BoL
❛♥❞
CT (s) ≥ ΠE(s)− B
o
L ∀s ∈ [1, s¯].
❚❤❡$❡❢♦$❡✱
αW (so) + ΠE(s
o)− BoL ≥ αW (s) + C
T (s) ≥ αW (s) + ΠE(s)− B
o
L.
❍❡♥❝❡✱
αW (so) + ΠE(s
o) ≥ αW (s) + ΠE(s) ∀s ∈ [1, s¯].
✷✳❆✳✷ $%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶
▲❡♠♠❛✳ ■♥ %❤❡ ❧♦✇ ❝♦.%. ❝❛.❡ ✇✐%❤ ❛ ❣✐✈❡♥ .✉❜.✐❞② $❛%❡ s✱ %❤❡$❡ ✐. ❛ ✉♥✐0✉❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%②
❛♥❞ ♣$♦❞✉❝% ♠❛$❦❡% ❝✉%♦✛ ϕ∗L,low ❛♥❞
✶✳ %❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡① ❧✐❡. ❜❡❧♦✇ %❤❡ ❜❛.❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ Ps,low < Pbase❀
✷✳ ϕ∗L,low ❧✐❡. ❛❜♦✈❡ %❤❡ ❜❛.❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ ϕ
∗
L,low > ϕ
∗
base❀
✸✳ ϕ∗L,low ✐. ✐♥✈❛$✐❛♥% %♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ %❤❡ .✉❜.✐❞② $❛%❡✱ ❜✉% ❛ $✐.❡ ✐♥ fs✱ ✐♥ f ✱ ✐♥ σ ♦$
✐♥ ✜$♠ ❤❡%❡$♦❣❡♥❡✐%② ❧❡❛❞. %♦ ❛♥ ✐♥❝$❡❛.❡ ♦❢ ϕ∗L,low ❛♥❞ %♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ JA = JL✳
5$♦♦❢✳ ❍❡$❡✱ ■ ♦♥❧② (❤♦✇ ,❤❛,
∂ϕ∗L,low
∂θ
< 0✱ ∂JA
∂θ
= ∂JL
∂θ
> 0 ❛♥❞
∂ϕ∗L,low
∂σ
> 0✳ ❲✐,❤
JL = JA = J
(
ϕ∗L,low
b
)
−θ
= (1−
σ − 1
θ
)
y
σ
(f + fs)
−1
✇❡ ❣❡,
∂JL
∂θ
= (σ−1
θ2
)
(
σ
y
[f + fs]
)
−1
> 0. ❍♦✇❡✈❡$✱ ,❤❡ ❞❡$✐✈❛,✐✈❡ ❝❛♥ ❛❧(♦ ❜❡ ✇$✐,,❡♥ ❛(
∂JL
∂θ
= −JL
(
ln
(
ϕ∗L,low
b
)
+ θ
∂ ln
(
ϕ∗L,low
)
∂θ
)
> 0.
❋♦$
∂JL
∂θ
> 0 ✐, ✐( ♥❡❝❡((❛$② ,❤❛,
∂ ln(ϕ∗L,low)
∂θ
< 0. ❚❤❡$❡❢♦$❡✱
∂ϕ∗L,low
∂θ
< 0✳ ❚❛❦❡ ,❤❡
❞❡$✐✈❛,✐✈❡ ♦❢ ,❤❡ ♣$♦❞✉❝,✐✈✐,② ❝✉,♦✛ ,♦ ❣❡,✿
∂ϕ∗L,low
∂σ
σ
ϕ∗L,low
=
1
θ
(
θ + 1
θ + 1− σ
)
> 0.
✷✳❆✳✸ $%♦♦❢ ♦❢ $%♦♣♦1✐3✐♦♥ ✷✳✶
$%♦♣♦1✐3✐♦♥✳ ■♥ %❤❡ ❧♦✇ ❝♦.%. ❝❛.❡✱ ✐❢ fs < f
(
exp
[
ln( σ
σ−1
)− 1
σ
1
θ
θ−σ+1
σ−1
]
− 1
)
✱ s∗ = σ
σ−1
✐.
%❤❡ ✉♥✐0✉❡ ✐♥%❡$✐♦$ .♦❧✉%✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡①✲❛♥%❡ ✇❡❧❢❛$❡✳ ❖%❤❡$✇✐.❡ s∗ = 1 ♠❛①✐♠✐③❡.
✇❡❧❢❛$❡✳
5$♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜$(, ♣❛$, ♦❢ ,❤❡ ♣$♦♣♦(✐,✐♦♥ ❤❛( ❛❧$❡❛❞② ❜❡❡♥ (❤♦✇♥ ✐♥ ,❤❡ ♣❛♣❡$✳ ❋♦$ ,❤❡
(❡❝♦♥❞ ♣❛$,✱ ❝♦♥(✐❞❡$ ,❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ✇❡❧❢❛$❡ ✐♥ ,❤❡ ❧♦✇ ❝♦(,( ❝❛(❡ ❛♥❞ ✐♥ ,❤❡
✸✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
❜❛"❡❧✐♥❡ ❝❛"❡ ❛( ❛♥② s✿
Wlow −Wbase = y ln(s)− (s− 1)
σ − 1
σ
y −
y
θ
θ − σ + 1
σ − 1
ln
(
f + fs
f
)
. ✭✷✳✸✹✮
◆♦(❡ (❤❛( (❤❡ ✜5"( (❡5♠ 5❡✢❡❝(" (❤❡ ♣♦"✐(✐✈❡ ❡✛❡❝( ♦❢ (❤❡ "✉❜"✐❞② ♦♥ ❝♦♥"✉♠❡5 "✉5♣❧✉"
✭❛❧❧ ✈❛5✐❡(✐❡" ❛5❡ ❝❤❡❛♣❡5✮✳ ❚❤❡ "❡❝♦♥❞ (❡5♠ ❛5❡ (♦(❛❧ "✉❜"✐❞② ♣❛②♠❡♥(" ❛♥❞ (❤❡5❡❢♦5❡
(❤❡ ❞✐5❡❝( ❝♦"(" (❤❛( (❤❡ ❣♦✈❡5♥♠❡♥( ❤❛" (♦ ♣❛② ❢♦5 (❤❡ "✉❜"✐❞②✳ ❚❤❡ (❤✐5❞ (❡5♠ 5❡✢❡❝("
(❤❡ ♥♦✈❡❧ ❞✐"(♦5(✐♦♥ ❞✉❡ (♦ ❛❞♠✐♥✐"(5❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦"("✳ ❋♦5 fs = 0 ♦♥❧② (❤❡ ✜5"( (✇♦ (❡5♠"
✇♦✉❧❞ 5❡♠❛✐♥✳ ❆( (❤❡ ✐♥(❡5✐♦5 ♦♣(✐♠✉♠✱ s∗ = σ
σ−1
✱ ❡E✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❝❛♥ ❜❡ 5❡✇5✐((❡♥ (♦
Wlow −Wbase = y ln(
σ
σ − 1
)−
y
σ
−
y
θ
θ − σ + 1
σ − 1
ln
(
f + fs
f
)
.
❚❤❡♥✱ ✇✐(❤ (σ−1) ln
(
σ
σ−1
)
< 1, ✐♥ (❤❡ (✇♦ ❧✐♠✐(" ♦❢ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"(" ❝❛"❡✱ ✇❡ ❣❡( 5❡"♣❡❝(✐✈❡❧②✱
lim
fs→f(( σσ−1)
σ−1
−1)
Wlow −Wbase =
σ − 1
θ
y ln
(
σ
σ − 1
)
−
y
σ
< 0
❛♥❞
lim
fs→0
Wlow −Wbase = y ln
(
σ
σ − 1
)
−
y
σ
> 0.
❚❤❡5❡❢♦5❡✱ ❜② ♠♦♥♦(♦♥✐❝✐(② ❛♥❞ ❝♦♥(✐♥✉✐(② ♦❢ Wlow−Wbase ✐♥ fs✱ (❤❡5❡ ✐" ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜①❡❞
❝♦"("✱ f ∗s ∈ (0, f(s
σ−1− 1)) ✱ "✉❝❤ (❤❛( Wlow−Wbase = 0 ❛( s
∗ = σ
σ−1
✳ ❇② ✉"✐♥❣ ❡E✉❛(✐♦♥
✭✷✳✸✹✮ ✇❡ ❣❡( ❢♦5 ❛♥② s✿
Wlow −Wbase = y ln(s)− (s− 1)
σ − 1
σ
y −
y
θ
θ − σ + 1
σ − 1
ln
(
f + fs
f
)
= 0
⇐⇒ f ∗s = f
(
exp
[
y ln(s)− (s− 1)σ−1
σ
y
y
θ
θ−σ+1
σ−1
]
− 1
)
.
❊✈❛❧✉❛(❡❞ ❛( s∗ = σ
σ−1
✱ ✇❡ ❣❡(
f ∗s = f
(
exp
[
y ln( σ
σ−1
)− y
σ
y
θ
θ−σ+1
σ−1
]
− 1
)
.
❋♦5 f ∗s ✱ ✇❡❧❢❛5❡ ♦❢ (❤❡ ❜❛"❡❧✐♥❡ ❝❛"❡ ❛♥❞ (❤❡ ✐♥(❡5✐♦5 ✇❡❧❢❛5❡ ♦♣(✐♠✉♠ ♦❢ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"("
❝❛"❡ ❛5❡ ❡E✉❛❧✳ ❇② "(5✐❝( ♠♦♥♦(♦♥✐❝✐(② ♦❢ Wlow ✇✐(❤ 5❡"♣❡❝( (♦ fs ✭❈♦5♦❧❧❛5② ✷✳✷✮✱ ✐(
❢♦❧❧♦✇" (❤❛( ❢♦5 ❧♦✇❡5 ✈❛❧✉❡" ♦❢ fs✱ (❤❡ ✐♥(❡5✐♦5 ✇❡❧❢❛5❡ ♦♣(✐♠✉♠ ♦❢ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"(" ❝❛"❡ ✐"
❛❜♦✈❡ (❤❡ ❜❛"❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛5❡✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡5"❛ ❢♦5 ❣5❡❛(❡5 ✈❛❧✉❡" ♦❢ fs✳ ❚❤✉"✱ ♦♥❧②
❢♦5 ❧♦✇ ✈❛❧✉❡" ♦❢ fs✱ (❤❡ ✐♥(❡5✐♦5 ♦♣(✐♠❛❧ "✉❜"✐❞②✱ s
∗ = σ
σ−1
✱ ✐" ✇❡❧❢❛5❡ ✐♠♣5♦✈✐♥❣✳ ❋♦5
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡"✱ (❤✐" ✐" ♥♦( ❧♦♥❣❡5 (5✉❡✳ ◆♦(❡ (❤❛( ✐♥ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"(" ❝❛"❡✱ (❤❡5❡ ❛5❡ ❛❧✇❛②"
✈❛❧✉❡" ♦❢ fs "✉❝❤ (❤❛( f
∗
s < fs < f(s
σ−1 − 1)✳ ❚❤✐" ✐"✱ f ∗s ❧✐❡" ♥❡✈❡5 ❛❜♦✈❡ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❞♠✐♥✐"(5❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦"(" (❤❛( ❞❡✜♥❡" (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"(" ❝❛"❡✳ ❚♦ "❡❡ (❤✐" ♠♦5❡ ❡①♣❧✐❝✐(❧②✱
❜② ✉"✐♥❣ (❤❡ ❞❡5✐✈❡❞ ❡①♣5❡""✐♦♥✱ f ∗s < f(s
σ−1 − 1) ❝❛♥ ❜❡ 5❡✇5✐((❡♥ (♦ θ
σ
>
ln(s)
(s−1)
. ❲✐(❤
θ
σ
> 1 ❛♥❞ 1
1−s
ln (s) < 1✱ (❤✐" ✐♥❡E✉❛❧✐(② ✐" ❛❧✇❛②" ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
✷✳❆✳✹ $%♦♦❢ ♦❢ ❈♦%♦❧❧❛%② ✷✳✷
■♥ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦"(" ❝❛"❡✱ (❤❡ ❞❡5✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛5❡ ✇✐(❤ 5❡"♣❡❝( (♦ (❤❡ ❛❞♠✐♥✐"(5❛(✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦"(" ✐" ❛❧✇❛②" ♥❡❣❛(✐✈❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂Wlow
∂fs
= −
θ − σ + 1
θ(σ − 1)
y
f + fs
< 0.
✷✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✸✾
✷✳❆✳✺ ❊①♣❧✐❝✐* ❡①♣,❡--✐♦♥- ❢♦, ❙❡❝*✐♦♥ ✷✳✹
❲✐"❤ RE = J
´
ϕ∗L
rs(ϕ)v(ϕ)dϕ✱ ❛❣❣'❡❣❛"❡ '❡✈❡♥✉❡, ♦❢ ❛❧❧ '❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜'♠, ❝❛♥ ❜❡ '❡✇'✐"✲
"❡♥ ✐♥ "❡'♠, ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛'❛♠❡"❡',
RE =
y
1− s1−σ
[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1 f
fs
+ 1]−1, ✭✷✳✸✺✮
RE ✐, ✐♥❝'❡❛,✐♥❣ ✐♥ s ❛♥❞ ✐", ❞❡'✐✈❛"✐✈❡ ✇✐"❤ '❡,♣❡❝" "♦ s ✐,
∂RE
∂s
= RE
s−1
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + θ
RE
y
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ−σ+1
σ−1
]
> 0.
❯,✐♥❣ "❤❡ ❡①♣'❡,,✐♦♥, ❢♦' ϕ∗L✱ ϕ
∗
❛♥❞ Ps,high✱ ❛❣❣'❡❣❛"❡ ♣'♦✜", ♦❢ ♥♦♥✲'❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞
'❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜'♠, ❛'❡ '❡,♣❡❝"✐✈❡❧②✱
ΠNE =
y
σ
θ−σ+1
θ
[
σ−1
θ−σ+1
(
f
fs
)σ−θ−1
σ−1
(sσ−1 − 1)
−
θ
σ−1 − θ
θ−σ+1
(sσ−1 − 1)
−1
+ f
fs
]
[(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
(
f
fs
)σ−θ−1
σ−1
+ 1]
❛♥❞
ΠE =
y
σ
θ − σ + 1
θ
[
1
1−s1−σ
θ
θ−σ+1
− f+fs
fs
]
[(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
(
f
fs
)σ−θ−1
σ−1
+ 1]
.
❚❤❡ ,✉♠ ♦❢ ❜♦"❤ ❡B✉❛"✐♦♥, ✐, ,✐♠♣❧② Π = σ−1
σ
y
θ
✳
❲✐"❤
(
fs
f(sσ−1−1)
)
> 1 ❛♥❞ θ−σ+1
σ−1
> 0✱ "❤❡ ❛❜,♦❧✉"❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ❡❧❛,"✐❝✐"② ♦❢ "❤❡ ♣'✐❝❡
✐♥❞❡① ✇✐"❤ '❡,♣❡❝" "♦ s ✐, ❧❡,, "❤❛♥ ✶✿∣∣ǫPs,high∣∣ = sσ−1sσ−1 − 1
[(
sσ−1 − 1
)
−
θ
σ−1
(
fs
f
) θ−σ+1
σ−1
+ 1
]−1
< 1.
■♥"✉✐"✐✈❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❧② ❛ ,✉❜,❡" ♦❢ ✜'♠, ✐, ,✉❜,✐❞✐③❡❞✱ "❤❡ ♣'✐❝❡ ✐♥❞❡① ❜❡❝♦♠❡, ❧❡,, ,❡♥,✐"✐✈❡ "♦
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ "❤❡ ,✉❜,✐❞② '❛"❡✳ ◆♦"❡ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ❧✐♠✐" ✇❤❡'❡ ❛❧❧ ❛❝"✐✈❡ ✜'♠, ❛'❡ ,✉❜,✐❞✐③❡❞✱
"❤❡ ❡❧❛,"✐❝✐"② ❝♦♥✈❡'❣❡, "♦ ✶✳
✷✳❆✳✻ 4,♦♦❢ ♦❢ ❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✸
❈♦,♦❧❧❛,②✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "♦"❛❧ )✉❜)✐❞② ♣❛②♠❡♥") ❞❡❝3❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐)"3❛"✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦)")✱
∂Shigh
∂fs
< 0✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ "♦"❛❧ )✉❜)✐❞② ♣❛②♠❡♥") ✐♥❝3❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ♣3♦❞✉❝"✐♦♥ ✜①❡❞
❝♦)")✱
∂Shigh
∂f
> 0 ❛♥❞ ✐♥ ✜3♠ ❤❡"❡3♦❣❡♥❡✐"② ✭✐✳❡✳✱ ❧♦✇❡3 θ✮
∂Shigh
∂θ
< 0✳
<3♦♦❢✳ ❯,✐♥❣ RE✱ Shigh ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣'❡,,❡❞ ✐♥ "❡'♠, ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛'❛♠❡"❡',✿
Shigh = (s− 1)
σ − 1
σ
y
1
1− s1−σ
[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1 f
fs
+ 1]−1.
❚❤❡'❡❢♦'❡✱
∂Shigh
∂θ
< 0✳ ❚❤❡ ❞❡'✐✈❛"✐✈❡, ✇✐"❤ '❡,♣❡❝" "♦ fs ❛♥❞ f ❛'❡
∂Shigh
∂fs
= −
θ − σ + 1
σ
[
(
fs
f
)
−
θ−σ+1
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1 + 1]−1
Shigh
fs
< 0
❛♥❞
∂Shigh
∂f
= −
θ − σ + 1
σ
[
(
fs
f
)
−
θ−σ+1
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1 + 1]−1
Shigh
f
> 0.
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺✿
∂Whigh
∂fs
❡✈❛❧✉❛%❡❞ ❛% ❞✐✛❡)❡♥% ✈❛❧✉❡+ ♦❢ %❤❡ /❛)❡%♦ +❤❛♣❡ ♣❛)❛♠❡%❡) θ
✷✳❆✳✼ $%♦♦❢ ♦❢ ❈♦%♦❧❧❛%② ✷✳✹
❈♦%♦❧❧❛%②✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ✐❢ θ ✐) )✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤✱ ✇❡❧❢❛2❡ ✐) ✐♥❝2❡❛)✐♥❣ ✐♥ "❤❡
❛❞♠✐♥✐)"2❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦)")✱
∂Whigh
∂fs
> 0✳
92♦♦❢✳ ◆♦"❡ "❤❛"
∂Whigh
∂fs
=
∂CShigh
∂fs
−
∂Shigh
∂fs
. ❚❛❦✐♥❣ "❤❡ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡ ♦❢ CShigh ❣✐✈❡/
∂CShigh
∂fs
=
y
θ
σ − θ − 1
σ − 1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1 f
σ−θ−1
σ−1
−1
s
f
σ−θ−1
σ−1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1 f
σ−θ−1
σ−1
s
.
❚❛❦✐♥❣ "❤❡ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡ ♦❢ Shigh ❣✐✈❡/
∂Shigh
∂fs
= −(s−1)
σ − 1
σ
θ − σ + 1
σ − 1
(sσ−1−1)
− θ
σ−1
(
fs
f
) θ−σ+1
σ−1
−1
RE[(s
σ−1−1)
− θ
σ−1
(
fs
f
) θ−σ+1
σ−1
+1]−1.
❚❤❡,❡❢♦,❡✱
∂Whigh
∂fs
=
[
(sσ−1 − 1)
− θ
σ−1
(
fs
f
) θ−σ+1
σ−1
+ 1
]−1
θ − σ + 1
σ − 1
f−1s[
(s− 1)
σ − 1
σ
RE(s
σ−1 − 1)
− θ
σ−1
(
fs
f
) θ−σ+1
σ−1
f −
y
θ
]
.
❚❤✉/
∂Whigh
∂fs
> 0 ♦♥❧② ✐❢
(s− 1)
σ − 1
σ
sσ−1
sσ−1 − 1
f [
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1 >
1
θ
.
❚❤❡ ,✐❣❤"✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ♦❢ "❤✐/ ✐♥❡5✉❛❧✐"② ✐/ /",✐❝"❧② ❞❡❝,❡❛/✐♥❣ ✐♥ θ✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡ ❧❡❢"✲❤❛♥❞ /✐❞❡
✐/ /",✐❝"❧② ✐♥❝,❡❛/✐♥❣ ✐♥ θ. ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ✐" ❡①✐/"/ ❛ ✉♥✐5✉❡ θ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡
♦❢ ✇❡❧❢❛,❡ ✇✐"❤ ,❡/♣❡❝" "♦ fs ✐/ ♣♦/✐"✐✈❡✳ ■♥ ❋✐❣✉,❡ ✷✳✶✺✱
∂Whigh
∂fs
✐/ ♣❧♦""❡❞ ❛❣❛✐♥/" "❤❡
/✉❜/✐❞② ,❛"❡✱ ❢♦, ✈❛,②✐♥❣ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ θ. ❲❤✐❧❡ "❤❡ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ ❢♦, /♠❛❧❧
✈❛❧✉❡/ ♦❢ θ ✭❝❧♦/❡ "♦ σ✮✱ ❢♦, /✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ θ✱ ❛♥ ✐♥❝,❡❛/❡ ✐♥ "❤❡ ❛❞♠✐♥✐/",❛"✐✈❡
✜①❡❞ ❝♦/"/ ❤❛/ ❛ ♣♦/✐"✐✈❡ ✇❡❧❢❛,❡ ❡✛❡❝"✳
✷✳❆✳✽ $%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ )✉❜)✐❞② 2❛"❡ s✱ "❤❡2❡ ✐) ❜♦"❤ ❛ ♣2♦❞✉❝"
♠❛2❦❡" ❝✉"♦✛ ϕ∗ ❛♥❞ ❛ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❝✉"♦✛ ϕ∗L ❛♥❞
✶✳ "❤❡ ♣2✐❝❡ ✐♥❞❡① ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ Ps,high < Pbase;
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✷✳ ϕ∗ ❧✐❡% ❛❜♦✈❡ *❤❡ ❜❛%❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ϕ∗ > ϕ∗base❀
✸✳ ❛ 0✐%❡ ✐♥ s ♦0 f ✱ ♦0 ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs ✐♥❝0❡❛%❡% ϕ
∗
❛♥❞ JL ❜✉* ❞❡❝0❡❛%❡% ϕ
∗
L ❛♥❞ JA❀
✹✳ ❛ 0✐%❡ ✐♥ ✜0♠ ❤❡*❡0♦❣❡♥❡✐*② ✐♥❝0❡❛%❡% ❜♦*❤ ϕ∗ ❛♥❞ ϕ∗L.
90♦♦❢✳ ❍❡"❡✱ ■ %❤♦✇ %)❛)❡♠❡♥) ✸ ❛♥❞ ✹✳ ■♥ )❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦%)% ❝❛%❡✱ ✇✐)❤ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
✱
)❤❡ ❞❡"✐✈❛)✐✈❡% ♦❢ )❤❡ ❝✉)♦✛% ✇✐)❤ "❡%♣❡❝) )♦ fs ❛♥❞ s ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
∂ϕ∗L
∂fs
=
κ
θ
[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1
f + fs]
1−θ
θ (
θ
σ − 1
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1 f
fs
+ 1) > 0,
∂ϕ∗
∂fs
= −
κ
θ
[f +
(
fs
(sσ−1 − 1)f
)
−
θ
σ−1
fs]
1−θ
θ
θ − σ + 1
σ − 1
(
fs
(sσ−1 − 1)f
)
−
θ
σ−1
< 0,
∂ϕ∗L
∂s
= − (ϕ∗L)
1−θ
(
1
f(sσ−1 − 1)
) θ+σ−1
σ−1
(fs)
θ
σ−1 sσ−2 < 0,
❛♥❞
∂ϕ∗
∂s
= κ[f +
(
(sσ−1 − 1)f
fs
) θ
σ−1
fs]
1
θ
−1sσ−2(sσ−1 − 1)
θ−σ+1
σ−1 f
θ
σ−1f
σ−1−θ
σ−1
s > 0.
◆♦)❡ )❤❛)
∂JA
∂θ
= −JA
(
ln
(
ϕ∗
b
)
+ θ ∂ ln(ϕ
∗)
∂θ
)
> 0 "❡=✉✐"❡% ∂ϕ
∗
∂θ
< 0 ❛♥❞ )❤❡"❡❢♦"❡
∂ϕ∗L
∂θ
=
∂ϕ∗
∂θ
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
< 0.
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JL✳
90♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞❡"✐✈❛)✐✈❡ ♦❢ JL ✇✐)❤ "❡%♣❡❝) )♦ θ ✐%
∂JL
∂θ
= −JL

θ∂ ln(ϕ∗L)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+ ln(
ϕ∗L
b
)︸ ︷︷ ︸
>0

 . ✭✷✳✸✻✮
❚❤❡"❡❢♦"❡✱
∂JL
∂θ
≤ 0 ✐✛ θ
∂ ln(ϕ∗L)
∂θ
+ln(
ϕ∗L
b
) ≥ 0✳ ■♥ ❡=✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮ )❤❡ ✜"%) )❡"♠ ✐♥ ❜"❛❝❦❡)%
✐% ❞✉❡ )♦ )❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ )❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉)♦✛ ❛♥❞ )❤❡ %❡❝♦♥❞ )❡"♠ ✐% ❞✉❡ )♦ )❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ )❤❡
❞❡♥%✐)②✳ ❋♦" ln(
ϕ∗L
b
) ✇❡ ❣❡)
ln(
ϕ∗L
b
) =
1
θ
ln
(
J
σ
y
)
+
1
θ
ln
(
1
1− σ−1
θ
)
+
1
θ
ln[exp
[
θ
σ − 1
ln
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)]
f + fs]
✭✷✳✸✼✮
❚❤❡"❡❢♦"❡✱
θ
∂ ln(ϕ∗L)
∂θ
= −
1
θ
ln
(
J
σ
y
1
1− σ−1
θ
)
−
1
θ
σ−1
θ
θ − σ + 1
−
1
θ
ln[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1
f + fs]
+
(
fs
f(sσ−1−1)
) θ
σ−1
f(
fs
f(sσ−1−1)
) θ
σ−1
f + fs
[
1
σ − 1
ln
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
]. ✭✷✳✸✽✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡=✉❛)✐♦♥% ✭✷✳✸✽✮ ❛♥❞ ❡=✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ✇❡ ❝❛♥ "❡✇"✐)❡ θ
∂ ln(ϕ∗L)
∂θ
+ ln(
ϕ∗L
b
) ≥ 0 ❛%
ln
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
≥
[(
σ − 1
θ
)2
1
θ − σ + 1
](
1 +
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
)
. ✭✷✳✸✾✮
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◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ❧❡❢"✲❤❛♥❞ +✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡-✉❛❧✐"② ✭✷✳✸✾✮ ✐+ +"6✐❝"❧② ❞❡❝6❡❛+✐♥❣ ✐♥ s ❜✉" ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥" ♦❢ θ✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡ 6✐❣❤"✲❤❛♥❞ +✐❞❡ ✐+ +"6✐❝"❧② ✐♥❝6❡❛+✐♥❣ ✐♥ s ❜✉" ❞❡❝6❡❛+✐♥❣ ✐♥ θ.
❚❤❡6❡❢♦6❡✱ ∀s ∈ (1,
(
fs
f
+ 1
) 1
σ−1
)✱ ∂JL
∂θ
< 0 ✐❢ θ ✐+ +✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤✳
❋♦6 ❛♥② s ∈ (1,
(
fs
f
+ 1
) 1
σ−1
)✱ ✐❢ θ → σ "❤❡ 6✐❣❤"✲❤❛♥❞ +✐❞❡ ♦❢ ❡-✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❝♦♥✈❡6❣❡+
"♦ ✐"+ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❡✜♥❡ s˜ ∈ (1,
(
fs
f
+ 1
) 1
σ−1
) ❛+ "❤❡ +✉❜+✐❞② 6❛"❡ +✉❝❤ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ❧✐♠✐"
✇❤❡6❡ θ → σ✱ ❡-✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❤♦❧❞+ ✇✐"❤ ❡-✉❛❧✐"②✿
ln
(
fs
f(s˜σ−1 − 1)
)
=
[(
1−
1
σ
)2](
1 +
(
fs
f(s˜σ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
)
.
●✐✈❡♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ 6❡+"6✐❝"✐♦♥ θ > σ✱ ❢♦6 ❛♥② s ≤ s˜ ✐" ✐+ ❛❧✇❛②+ "❤❡ ❝❛+❡ "❤❛" ∂JL
∂θ
≤ 0
✭✐✳❡✳✱ ✐♥❡-✉❛❧✐"② ✭✷✳✸✾✮ ❤♦❧❞+✮✳ ❚❤❡6❡❢♦6❡✱ ✐" ✐+ ❛ ♥❡❝❡++❛6② ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❢♦6
∂JL
∂θ
> 0 "❤❛"
s ∈ (s˜,
(
fs
f
+ 1
) 1
σ−1
)✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ❜② "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ s˜✱ ❢♦6 ❛♥② s ∈ (s˜,
(
fs
f
+ 1
) 1
σ−1
) "❤❡6❡
❡①✐+"+ ❛❧✇❛②+ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ +✉✣❝✐❡♥"❧② ❝❧♦+❡ "♦ σ +✉❝❤ "❤❛" ∂JL
∂θ
> 0 ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❡-✉❛❧✐"② ✭✷✳✸✾✮
❞♦❡+ ♥♦" ❤♦❧❞✮✳
✷✳❆✳✶✵ %&♦♦❢ ♦❢ %&♦♣♦*✐,✐♦♥ ✷✳✸
%&♦♣♦*✐,✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢♦- ❛♥② θ > σ✱ s∗ = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❡①✲❛♥"❡ ✇❡❧❢❛-❡✳
6-♦♦❢✳ ❈♦♥+✐❞❡6 "❤❡ ✜6+"✲♦6❞❡6 ❝♦♥❞✐"✐♦♥✿
∂Whigh
∂s
=
∂CShigh
∂s
−
∂Shigh
∂s
= 0 ✭✷✳✹✵✮
=
RE
s
−
σ − 1
σ
RE − (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE
∂s
= 0,
✇❤❡6❡ RE = y
1
1−s1−σ
[
(
fs
f(sσ−1−1)
) θ
σ−1 f
fs
+1]−1. ❘❡✇6✐"❡ "❤❡ ✜6+"✲♦6❞❡6 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡
FOC := 1−
σ − 1
σ
s− (s− 1)
σ − 1
σ
ǫRE ,s = 0, ✭✷✳✹✶✮
✇❤❡6❡ ǫRE ,s =
1
sσ−1−1
[
(1− σ) + θsσ−1[
(
fs
f(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
.
❋6♦♠ ❡-✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✹✶✮ ❛♥❞ ✇✐"❤ ǫRE ,s ≥ 0✱ ✐" ✐+ ✐♠♠❡❞✐❛"❡❧② ❛♣♣❛6❡♥" "❤❛" ❛♥② s >
σ
σ−1
❝❛♥ ♥❡✈❡6 ❜❡ ❛ +♦❧✉"✐♦♥ "♦ "❤❡ ✜6+"✲♦6❞❡6 ❝♦♥❞✐"✐♦♥✳ ▼♦6❡♦✈❡6✱ ❜❡❝❛✉+❡ ✇✐"❤
fs
f(sσ−1−1)
>
1✱ ǫRE ,s ✐+ +"6✐❝"❧② ✐♥❝6❡❛+✐♥❣✱ ❝♦♥"✐♥✉♦✉+ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ θ✱ ❢♦6 ❛♥② s ∈ (1,
σ
σ−1
]✱
"❤❡6❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②+ ❡①✐+" ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ "❤❛" ✐♠♣❧❡♠❡♥"+ s ❛+ ❛ +♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✜6+"✲♦6❞❡6
❝♦♥❞✐"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ❜② "❤❡ +❛♠❡ ❛6❣✉♠❡♥"✱ ❢♦6 +✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ θ "❤❡ ✜6+"✲
♦6❞❡6 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡6 ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛" ❛♥② ✐♥"❡6✐♦6 ♣♦✐♥"✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝❧❛6✐❢② "❤✐+
❧❛+" ♣♦✐♥"✱ ❜② +❤♦✇✐♥❣ "❤❛" ❢♦6 θ > σ, FOC < 0 ∀s ∈ (1, σ
σ−1
]✳
❘❡✇6✐"❡ "❤❡ ✜6+"✲♦6❞❡6 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ "♦✿
1
s
−
σ − 1
σ
−
σ − 1
σ
[
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
(1− σ) + θ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
= 0.
❚❤❡♥✱ FOC < 0 ✐❢✿
1
s
<
σ − 1
σ
+
σ − 1
σ
[
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
(1− σ) + θ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
.
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❧✐♥❡✳
❊✈❛❧✉❛)✐♥❣ )❤❡ ❧❡❢)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ♦❢ )❤✐/ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭❡1✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮✮✱ ✇❡ /❡❡ )❤❛) ❛) s = 1
)❤❡ ❧❡❢)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ✐/
1
s
= 1 ❛♥❞ ❛) s = σ
σ−1
)❤❡ ❧❡❢)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ✐/
1
s
= σ−1
σ
✳ ❆ ❧✐♥❡ )❤:♦✉❣❤
)❤❡ ♣♦✐♥)/ (1, 1) ❛♥❞ ( σ
σ−1
, σ−1
σ
) ✐/ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
l(s) = 1− (s− 1)
σ − 1
σ
.
❚❤❡♥✱ ✐) ❢♦❧❧♦✇/ )❤❛)✿
1
s
≤ 1− (s− 1)
σ − 1
σ
,
✇✐)❤ ❡1✉❛❧✐)② ♦♥❧② ❛) s = 1 ❛♥❞ s = σ
σ−1
, ❜❡❝❛✉/❡ 1
s
✐/ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝)✐♦♥✳
❚❤❡:❡❢♦:❡ ❢♦: ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✷✮ )♦ ❤♦❧❞✱ ✐) ✐/ /✉✣❝✐❡♥) )♦ /❤♦✇ )❤❛)
1− (s− 1)
σ − 1
σ
<
σ − 1
σ
+
σ − 1
σ
[
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
(1− σ) + θ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
⇐⇒
σ
σ − 1
− s <
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
(1− σ) + θ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
⇐⇒
σ
σ − 1
− s <
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + θsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
. ✭✷✳✹✸✮
❆) s = σ
σ−1
✱ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✸✮ ❛❧✇❛②/ ❤♦❧❞/✱ ❜❡❝❛✉/❡ )❤❡ ❧❡❢)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ✐/ ✵ ❛♥❞ )❤❡
:✐❣❤)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ✐/ /):✐❝)❧② ♣♦/✐)✐✈❡✳ ❚❛❦✐♥❣ )❤❡ ❧✐♠✐) ❢♦: s→ 1 ♦❢ ❜♦)❤ /✐❞❡/ ♦❢ ✐♥❡1✉❛❧✐)②
✭✷✳✹✸✮ ✇❡ ❣❡)
lim
s→1
σ
σ − 1
− s =
1
σ − 1
≤ ✭✷✳✹✹✮
−1 +
θ
σ − 1
= lim
s→1
(
s− 1
s
)
1
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + θsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
.
■♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✹✮ ❤♦❧❞/ /):✐❝)❧② ♦♥❧② ❢♦: θ > σ✳ ❋♦: θ = σ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✹✮ ❤♦❧❞/ ✇✐)❤
❡1✉❛❧✐)② ❛♥❞ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✸✮ ✐/ ♥♦ ❧♦♥❣❡: ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜✉) ❤♦❧❞/ ✇✐)❤ ❡1✉❛❧✐)②✳ ❚❤✉/✱ ❢♦:
✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✸✮ )♦ ❤♦❧❞ ❛) )❤❡ ❧✐♠✐) s→ 1✱ ✐) ✐/ ♥❡❝❡//❛:② ❛♥❞ /✉✣❝✐❡♥) )♦ ❤❛✈❡ θ > σ.
❙♦ ❢❛:✱ ■ ❤❛✈❡ ❡/)❛❜❧✐/❤❡❞ )❤❛) ✐) ✐/ ♥❡❝❡//❛:② ❛♥❞ /✉✣❝✐❡♥) )♦ ❤❛✈❡ θ > σ ❢♦: FOC < 0
❛) )❤❡ ❧✐♠✐) ♣♦✐♥)/ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦: s → 1 ❛♥❞ ❛) s = σ
σ−1
). ■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ /❤♦✇✱ )❤❛) θ > σ ✐/ ❛❧/♦
/✉✣❝✐❡♥) ❢♦: FOC < 0 ❛) ❛♥② s ∈ (1, σ
σ−1
]✳
◆♦)❡✱ )❤❛) )❤❡ :✐❣❤)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✸✮ ✐/ /):✐❝)❧② ✐♥❝:❡❛/✐♥❣✱ ❝♦♥)✐♥✉♦✉/
❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ θ✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡✱ ❢♦: θ > σ ✇❡ ❣❡) ❢:♦♠ )❤❡ :✐❣❤)✲❤❛♥❞ /✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡1✉❛❧✐)②
✭✷✳✹✸✮✿
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + σsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
<
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + θsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
.
❚❤❡♥✱ ❢♦: ✐♥❡1✉❛❧✐)② ✭✷✳✹✸✮ )♦ ❤♦❧❞✱ ✐) ✐/ /✉✣❝✐❡♥) )♦ /❤♦✇ )❤❛)
σ
σ − 1
− s ≤
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + σsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
, ✭✷✳✹✺✮
✇❤❡:❡ )❤❡ ✐♥❡1✉❛❧✐)② ❤♦❧❞/ ✇✐)❤ ❡1✉❛❧✐)② ❢♦: s → 1✱ ❛/ /❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦: )❤❡
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✐♥❡#✉❛❧✐'② ✭✷✳✹✺✮ '♦ ❤♦❧❞✱ ✐' ✐3 '♦ 3❤♦✇ '❤❛'
⇐⇒
σ
σ − 1
− s ≤ (
s− 1
s
)
1
sσ−1 − 1
[
(1− σ) + σsσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
⇐⇒
σ
σ − 1
− s ≤ σ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1 − (σ − 1)
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
⇐⇒
1
σ − 1
+1−s ≤
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
+σ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+1]−1−σ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
.
✭✷✳✹✻✮
❋♦7 s > 1 ❛♥❞ σ > 1✱ '❤❡ '❡7♠
( s−1
s
)
sσ−1−1
✐3 ❝♦♥'✐♥✉♦✉3 ❛♥❞ ❞❡❝7❡❛3✐♥❣ ✐♥ s✳ ❲✐'❤
lims→1
( s−1
s
)
sσ−1−1
= 1
σ−1
✱ ✐' ♠✉3' '❤❡♥ ❤♦❧❞ '❤❛'
1
σ−1
≤
( s−1
s
)
sσ−1−1
✱ ✇✐'❤ ❡#✉❛❧✐'② ♦♥❧② ❢♦7 s→ 1✳
❚❤❡♥✱ ❢♦7 ✐♥❡#✉❛❧✐'② ✭✷✳✹✻✮ '♦ ❤♦❧❞✱ ✐' ✐3 ❧❡❢' '♦ 3❤♦✇ '❤❛'
1− s ≤ σ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1 − 1
]
⇐⇒ (s− 1) ≥ −σ
( s−1
s
)
sσ−1 − 1
[
sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1 − 1
]
⇐⇒ 1 ≥
σ(1
s
)
sσ−1 − 1
[
1− sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
]
.
❚❤❡ ❧❛3' ✐♥❡#✉❛❧✐'② ✇✐❧❧ ♥❡❝❡33❛7✐❧② ❤♦❧❞✱ ✐❢ '❤❡ '❡7♠ ✐♥ ❜7❛❝❦❡'3 ✐3 ♥❡❣❛'✐✈❡✿
1 ≤ sσ−1[
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
σ
σ−1 fs
f
+ 1]−1
⇐⇒ (sσ−1 − 1)
σ
σ−1
(
fs
f
)
−
σ
σ−1 fs
f
≤ (sσ−1 − 1)
⇐⇒
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
1
σ−1
≤ 1.
❚❤❡ ❧❛3' ✐♥❡#✉❛❧✐'② ❤♦❧❞3 ❜② ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦3'3 ❝❛3❡✱
fs
f(sσ−1−1)
> 1✳ ❚❤✉3✱ ❢♦7
θ > σ ✇❡ ❣❡' FOC < 0✳
▼♦7❡♦✈❡7✱ ❜❡❝❛✉3❡ ǫRE ,s = 0 ❢♦7 θ = σ − 1✱ 3✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ✉♥✐#✉❡ 3♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡
✜73'✲♦7❞❡7 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✐3 s = σ
σ−1
✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉3❡ ■ ❤❛✈❡ ❡3'❛❜❧✐3❤❡❞ '❤❛' ❢♦7 θ > σ '❤❡7❡
❝❛♥♥♦' ❜❡ ❛♥ ✐♥'❡7✐♦7 3♦❧✉'✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡' '❤❛' ❢♦7 σ ≥ θ ≥ σ − 1 ❛♥② ✐♥'❡7✐♦7 3♦❧✉'✐♦♥ ✇✐'❤
s ∈ (1, σ
σ−1
] ✐3 ❢❡❛3✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉7❡ ✷✳✶✻ 3❤♦✇3 '❤❡ ✜73'✲♦7❞❡7 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❢♦7 ✈❛7✐♦✉3 ✈❛❧✉❡3 ♦❢
θ. ❲❤✐❧❡ '❤❡ ✜73'✲♦7❞❡7 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❤❛3 ❛ ✉♥✐#✉❡ 3♦❧✉'✐♦♥ ❢♦7 σ ≥ θ ≥ σ−1✱ '❤❡ ✜73'✲♦7❞❡7
❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞♦❡3 ♥♦' ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥'❡7✐♦7 7♦♦' ❢♦7 ❛♥② θ > σ✳ ■' ❝❛♥ ❜❡ ♦❜3❡7✈❡❞ '❤❛' ❡✈❡♥ ❢♦7
3✉❜3✐❞② 7❛'❡3 ❛7❜✐'7❛7✐❧② ❝❧♦3❡ '♦ ✶ '❤❡ ✜73'✲♦7❞❡7 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✐3 ♥❡❣❛'✐✈❡ ✐❢ θ > σ✳
✷✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✹✺
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
−1
−0.5
0
0.5
First−order condition , σ= 2.5
subsidy
va
lu
e
θ = 1.5
θ = 1.75
θ = 2.0
θ = 2.25
θ = 2.5
θ = 2.75
θ = 3
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻✿ ❋✐"#$✲♦"❞❡" ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✭✇❡❧❢❛"❡ ♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥✮ ❢♦" ❞✐✛❡"❡♥$ ✈❛❧✉❡# ♦❢ θ
✷✳❆✳✶✶ $%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)")✱ "❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥" ✐♠♣❧❡♠❡♥") so =
σ
σ−1
+(1+ 1σ−1
1
α)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
✐♥ "❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳
4,♦♦❢✳ ❲✐"❤ Shigh = (s− 1)
σ−1
σ
RE ✇❡ ❣❡"
∂S
∂s
= RE
σ − 1
σ
− (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE
∂s
. ✭✷✳✹✼✮
❈♦♥0✉♠❡3 0✉3♣❧✉0 ❝❤❛♥❣❡0✱ ❜❡❝❛✉0❡ "❤❡ 0✉❜0✐❞✐③❡❞ ✜3♠0 ❝❛♥ 0❡❧❧ ❛" ❧♦✇❡3 ♣3✐❝❡ ❛♥❞
❞❡❝3❡❛0❡ "❤❡ ♣3✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ❜❡❝❛✉0❡ "❤❡ ❝✉"♦✛0 ❛3❡ ❛❧3❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ "❤❡
❣♦✈❡3♥♠❡♥" 0❡"0 "❤❡ 0✉❜0✐❞②✱ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦♥ "❤❡ ♣3✐❝❡ ❝♦♠❡0 ♦♥❧② ❢3♦♠ ♣3♦❞✉❝❡30 "❤❛" ❛3❡
✐♥ "❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❲✐"❤ CS = y ln(yi)− y ln(Ps)− y, ❜②
Ps = κp
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
] 1
1−σ
,
✇❤❡3❡ κp =
(
J θb
θ
θ−σ+1
) 1
1−σ
( σ
σ−1
) ✇❡ ❣❡"
CS = y ln(yi)− y ln(κp
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
] 1
1−σ
)− y.
❍♦❧❞✐♥❣ "❤❡ ❝✉"♦✛0 ✜①❡❞✱ ✇❡ ❣❡"✿
∂CS
∂s
=
y
s
sσ−1
[(
ϕ∗
ϕ∗L
)σ−θ−1
+
(
sσ−1 − 1
)]−1
.
❲✐"❤
ϕ∗L
ϕ∗
=
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡"✿
∂CS
∂s
=
y
s
sσ−1
sσ−1 − 1
[
1
(sσ−1 − 1)
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ−σ+1
σ−1
+ 1
]−1
.
❲✐"❤ RE = y
sσ−1
sσ−1−1
[
(
fs
f(sσ−1−1)
) θ
σ−1 f
fs
+ 1]−1 ✇❡ ❝❛♥ 3❡✇3✐"❡✿
∂CS
∂s
=
RE
s
. ✭✷✳✹✽✮
◆♦"❡ "❤❛"
∂CS
∂s
✐0 "❤❡ 0❛♠❡ ❡✈❡♥ ✐❢ "❤❡ ❝✉"♦✛0 ❛3❡ ❛❧❧♦✇❡❞ "♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐"❤ "❤❡ 0✉❜0✐❞②
3❛"❡✳ ❚❤❡♥✱ "❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ ♣3♦❞✉❝" ❝✉"♦✛0 ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉" "❤❡ ❡✛❡❝"0 ✇♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧
✹✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
♦✉" ❡❛❝❤ ♦"❤❡'✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❥♦✐♥" ♣'♦✜"1 ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡'1 ❛'❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱
ΠE =
JLrs(ϕ˜L)
σ
− JL(fs + f),
✇❤❡'❡ ϕ˜L ❞❡♥♦"❡1 ❛✈❡'❛❣❡ ♣'♦❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡'1✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❣✐✈❡♥ "❤❛" "❤❡
❧♦❜❜② "❛❦❡1 "❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♠❡♠❜❡'1 ❛1 ✜①❡❞✱ ✇❡ ❣❡"✿
∂ΠE
∂s
=
JL
σ
∂rs(ϕ˜L)
∂s
,
♦' ❡>✉✐✈❛❧❡♥"❧②✱
∂ΠE
∂s
=
1
σ
∂RE
∂s
. ✭✷✳✹✾✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡>✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✱ ✭✷✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✾✮ ❣✐✈❡1 "❤❡ ❋❖❈✿
∂G
∂s
= α
(
RE
s
−RE
σ − 1
σ
− (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE
∂s
)
+
1
σ
∂RE
∂s
= 0.
⇐⇒
∂G
∂s
= α
(
RE
s
−RE
σ − 1
σ
− (s− 1)
σ − 1
σ
JL
∂rs(ϕ˜L)
∂s
)
+
JL
σ
∂rs(ϕ˜L)
∂s
= 0.
⇐⇒
σ
σ − 1
− s− (s− 1)
∂RE
∂s
s
RE
+
1
σ − 1
1
α
∂RE
∂s
s
RE
= 0.
so =
σ
σ−1
+
(
1 + 1
σ−1
1
α
)
ǫ˜RE ,s
1 + ǫ˜RE ,s
, ✭✷✳✺✵✮
✇❤❡'❡ ǫ˜RE ,s =
∂RE
∂s
s
RE
✐1 "❤❡ ❡❧❛1"✐❝✐"② ♦❢ ❛❣❣'❡❣❛"❡ ❧♦❜❜② '❡✈❡♥✉❡1 ✇'" "♦ "❤❡ 1✉❜1✐❞②
'❛"❡✱ ❤♦❧❞✐♥❣ "❤❡ ❝✉"♦✛1 ❛♥❞ "❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡'1 ✜①❡❞✳ ❍♦❧❞✐♥❣ JL ✜①❡❞✱ ✇❡
❣❡"
ǫ˜RE ,s =
∂RE
∂s
s
RE
=
s
RE
JL
∂rs(ϕ˜L)
∂s
=
s
RE
JL(
σ
σ − 1
1
ϕ˜L
)1−σy
∂( s
σ−1
P 1−σs
)
∂s
.
❲✐"❤ Ps = κp
[
(ϕ∗)σ−θ−1 + (sσ−1 − 1) (ϕ∗L)
σ−θ−1
] 1
1−σ
✇❡ ❣❡"
sσ−1
P 1−σs
= κσ−1p
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
]
−1
sσ−1,
1✉❝❤ "❤❛"
∂( s
σ−1
P 1−σs
)
∂s
= −κσ−1p
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
]
−2
sσ−1(σ − 1)
1
s
(
sσ−1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
+κσ−1p
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
]
−1
(σ − 1)
1
s
(
sσ−1
)
⇐⇒
∂( s
σ−1
P 1−σs
)
∂s
= κσ−1p
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
]
−1
sσ−1
(σ − 1)
s(
−
(
sσ−1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
[
(ϕ∗)σ−θ−1 +
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ∗L)
σ−θ−1
]
−1
+ 1
)
⇐⇒
∂( s
σ−1
P 1−σs
)
∂s
=
sσ−1
P 1−σs
(σ − 1)
s

1− sσ−1
(sσ−1 − 1)
[
(ϕ∗)σ−θ−1
(sσ−1 − 1) (ϕ∗L)
σ−θ−1
+ 1
]
−1

 .
✷✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✹✼
❚❤❡#❡❢♦#❡✱
ǫ˜RE ,s =
s
RE
JLrs(ϕ˜L)
(σ − 1)
s

1− sσ−1
(sσ−1 − 1)
[
(ϕ∗)σ−θ−1
(sσ−1 − 1) (ϕ∗L)
σ−θ−1
+ 1
]
−1


⇐⇒ ǫ˜RE ,s = (σ − 1)

1− sσ−1
(sσ−1 − 1)
[
(ϕ∗)σ−θ−1
(sσ−1 − 1) (ϕ∗L)
σ−θ−1
+ 1
]
−1

 .
❲✐)❤
ϕ∗L
ϕ∗
=
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡)
⇐⇒ ǫ˜RE ,s = (σ − 1)

1− sσ−1
(sσ−1 − 1)
[
1
(sσ−1 − 1)
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ−σ+1
σ−1
+ 1
]−1 .
❇②
RE
y
= s
σ−1
sσ−1−1
[
(
fs
f(sσ−1−1)
) θ
σ−1 f
fs
+ 1]−1 ✇❡ ❣❡)
⇐⇒ ǫ˜RE ,s = (σ − 1)
(
1−
RE
y
)
≤ (σ − 1).
✷✳❆✳✶✷ $%♦♦❢ ♦❢ $%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✷✳✹
$%♦♣♦)✐+✐♦♥✳ ■❢ fs > f(
(
σ
σ−1
)σ−1
−1) ✭❤✐❣❤ ❝♦()( ❝❛(❡✮✱ )❤❡.❡ ❡①✐()( ❛ ✉♥✐2✉❡ ❡2✉✐❧✐❜.✐✉♠
♦❢ )❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ (✉❝❤ )❤❛)
✶✳ ❛❧❧ ✜.♠( ✇✐)❤ ϕ > ϕo ♣.♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✜.♠( ✇✐)❤ ϕ > ϕoL ❡♥)❡. )❤❡ ❧♦❜❜②✱
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥).✐❜✉)✐♦♥( ❛.❡ CT (so) = α(y ln(Pso
Ps∗
) + Sso − Ss∗),
✸✳ )❤❡ ❣♦✈❡.♥♠❡♥) ✐♠♣❧❡♠❡♥)( so =
σ
σ−1
+(1+ 1σ−1
1
α)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
.
 !♦♦❢✳ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ 1−3 ❛'❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ %❡①%✳ ❚❤❡ '❡❧❛%✐✈❡ ♠❛11 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜'♠1✱ h(s) = JR✱
✐1 ❛ 1%'✐❝%❧② ✐♥❝'❡❛1✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ s✱ ✇✐%❤ lims→1 z(JR) = 0 ❛♥❞ lim
s→( fsf +1)
1
σ−1
z(JR) =
1✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ limJR→0 z(JR) =
σ
σ−1
+ 1
σ
(
1−α
α
)
> 0 ❛♥❞ limJR→1 z(JR) =
σ
σ−1
< 1✳
❚❤❡'❡❢♦'❡✱ z(JR) ✐1 1%'✐❝%❧② ✐♥❝'❡❛1✐♥❣ ✐♥ JR ❢♦' α < 1 ❛♥❞ 1%'✐❝%❧② ❞❡❝'❡❛1✐♥❣ ✐♥ JR ✐❢
∞ > α > 1✱ ❛♥❞ ❢♦' ❛♥② α < ∞ %❤❡'❡ ✐1 ❛ ✉♥✐;✉❡ ✐♥%❡'✐♦' ✐♥%❡'1❡❝%✐♦♥ ♦❢ z(JR) ❛♥❞
h(s)✳
✷✳❆✳✶✸ %&♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺
▲❡♠♠❛✳ ■♥❝!❡❛*✐♥❣ -❤❡ ✇❡❧❢❛!❡ ✇❡✐❣❤- α ❞❡❝!❡❛*❡* ❜♦-❤ -❤❡ !❡❧❛-✐✈❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣
✜!♠* ❛♥❞ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② !❛-❡✳
 !♦♦❢✳ ❚❛❦✐♥❣ %❤❡ %♦%❛❧ ❞❡'✐✈❛%✐✈❡ ♦❢ s ✇✐%❤ '❡1♣❡❝% %♦ α ❣✐✈❡1✿
ds
dα
=
∂z(JR;α)
∂α
+
∂z(JR;α)
∂JR
∂h(s;α)
∂α
.
❲✐%❤
∂h(s;α)
∂α
= 0 ❛♥❞ ∂z(JR;α)
∂α
= − 1
α2
( 1σ−1)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
< 0 ✇❡ ❣❡% ds
dα
< 0✳ ❚❛❦✐♥❣ %❤❡ %♦%❛❧
❞❡'✐✈❛%✐✈❡ ♦❢ JR ✇✐%❤ '❡1♣❡❝% %♦ α ❣✐✈❡1✿
dJR
dα
=
∂h(s;α)
∂α
+
∂h(s;α)
∂s
∂z(JR;α)
∂α
.
❲✐%❤
∂h(s;α)
∂α
= 0✱ ∂h(s;α)
∂s
> 0 ❛♥❞ ∂z(JR;α)
∂α
< 0 ✇❡ ❣❡% dJR
dα
< 0.
✷✳❆✳✶✹ %&♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻
▲❡♠♠❛✳ ■♥❝!❡❛*✐♥❣ -❤❡ ❛❞♠✐♥✐*-!❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦*-* fs ❞❡❝!❡❛*❡* ❛❧✇❛②* -❤❡ !❡❧❛-✐✈❡ ♠❛**
♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠*✱ ❜✉- ✐♥❝!❡❛*❡* -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② !❛-❡ ✐❢ α < 1 ❛♥❞ ❞❡❝!❡❛*❡* -❤❡
♦♣-✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② !❛-❡ ✐❢ α > 1✳
✹✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
 !♦♦❢✳
dJR
dfs
< 0 ✇❛" "❤♦✇♥ ✐♥ '❤❡ ♠❛✐♥ '❡①'✳ ◆♦'❡ '❤❛' z(JR; fs) >
σ
σ−1
✐✛ α < 1.
▼♦/❡♦✈❡/✱
∂z(JR; fs)
∂ǫ˜RE ,s
=
(
1 +
1
σ − 1
1
α
−
σ
σ − 1
1
1 + ǫ˜RE ,s
−
(
1 +
1
σ − 1
1
α
)
ǫ˜RE ,s
1 + ǫ˜RE ,s
)
[1 + ǫ˜RE ,s]
−1
> 0
✐❢ (
1 +
1
σ − 1
1
α
)[
1
1 + ǫ˜RE ,s
]
>
σ
σ − 1
1
1 + ǫ˜RE ,s
,
✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞" ♦♥❧② ✐❢α < 1✳ ❲✐'❤
∂ǫ˜RE,s
∂JR
< 0 ✐✛ α < 1✱ ✇❡ ❣❡'
∂z(JR; fs)
∂JR
=
∂z(JR; fs)
∂ǫ˜RE ,s︸ ︷︷ ︸
>0
∂ǫ˜RE ,s
∂JR︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
❚❤❡/❡❢♦/❡✱
ds
dfs
=
∂z(JR; fs)
∂fs
+
∂z(JR; fs)
∂JR
∂h(s; fs)
∂fs
=
∂z(JR; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z(JR; fs)
∂ǫ˜RE ,s︸ ︷︷ ︸
>0
∂ǫ˜RE ,s
∂JR︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0︸ ︷︷ ︸
>0
> 0.
❇② '❤❡ "❛♠❡ ❛/❣✉♠❡♥' ✐❢ α > 1 '❤❡♥ ds
dfs
< 0✳
✷✳❆✳✶✺ %&♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✼
▲❡♠♠❛✳ ■❢ α > 1, ❞❡❝!❡❛*✐♥❣ ✜!♠ ❤❡1❡!♦❣❡♥❡✐1② ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❝!❡❛*✐♥❣ θ✮ ❞❡❝!❡❛*❡* ❜♦1❤
1❤❡ !❡❧❛1✐✈❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠* ❛♥❞ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② !❛1❡✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ✐❢ α < 1✱
❞❡❝!❡❛*✐♥❣ ✜!♠ ❤❡1❡!♦❣❡♥❡✐1② ✐♥❝!❡❛*❡* 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ *✉❜*✐❞② !❛1❡ ❛♥❞ ❤❛* ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉*
❡✛❡❝1 ♦♥ 1❤❡ !❡❧❛1✐✈❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠*✳
 !♦♦❢✳ ❚❤❡/❡ ✐" ❛ ❞✐/❡❝' ♥❡❣❛'✐✈❡ ❡✛❡❝' ♦♥ JR✿
∂h(s; θ)
∂θ
=
JR
θ
ln(JR) < 0.
❍♦✇❡✈❡/✱ ❤♦❧❞✐♥❣ '❤❡ ✭/❡❧❛'✐✈❡✮ ♠❛"" ♦❢ ✜/♠" ✐♥ '❤❡ ❧♦❜❜② ❝♦♥"'❛♥'✱ ❛♥ ✐♥❝/❡❛"❡ ✐♥ θ
❧❡❛❞" '♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❛✈❡/❛❣❡ ♣/♦❞✉❝'✐✈✐'② ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠"✱ ϕ˜L =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗L✱ ❛♥❞
'❤❡/❡❢♦/❡ '♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❛✈❡/❛❣❡ /❡✈❡♥✉❡" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠"✳ ❚❤✐" ❧❡❛❞" '♦ ❛♥ ✐♥❝/❡❛"❡
♦❢ ǫ˜RE ,s ❢♦/ ❛ ❝♦♥"'❛♥' /❡❧❛'✐✈❡ ♠❛"" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠"✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱
∂z(JR;θ)
∂θ
< 0 ✐❢ α > 1
❛♥❞
∂z(JR;θ)
∂θ
> 0 ✐❢ α > 1✳ ❲✐'❤ ∂z(JR;θ)
∂ǫ˜RE,s
> 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α < 1✱ ✐' ❤♦❧❞" '❤❛'
∂z(JR;θ)
∂JR
=
∂z(JR; θ)
∂ǫ˜RE ,s︸ ︷︷ ︸
>0
∂ǫ˜RE ,s
∂JR︸ ︷︷ ︸
<0
< 0✳ ❚❤✉"✱ '❤❡ '♦'❛❧ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡ "✉❜"✐❞② ✐" ♣♦"✐'✐✈❡ ❢♦/
α < 1✿
ds
dθ
=
∂z(JR; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂z(JR; θ)
∂JR︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
> 0.
❇② '❤❡ "❛♠❡ ❛/❣✉♠❡♥' ✐❢ α > 1 '❤❡♥ ds
dθ
< 0✳ ❋♦/ α > 1✱ '❤❡ '♦'❛❧ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡ /❡❧❛'✐✈❡
♠❛"" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠" ✐" ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉"❧② ♥❡❣❛'✐✈❡✿
dJR
dθ
=
∂h(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂h(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z(JR; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
❍♦✇❡✈❡/✱ ❢♦/ α < 1 '❤❡ ♣♦"✐'✐✈❡ ✐♥❞✐/❡❝' ❡✛❡❝' '❤/♦✉❣❤ '❤❡ ✐♥❝/❡❛"❡ ✐♥ '❤❡ "✉❜"✐❞② ❝♦✉❧❞
✷✳❇✳ ❋❘❊❊ ❊◆❚❘❨ ✹✾
❞♦♠✐♥❛&❡ &❤❡ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❞✐+❡❝& ❡✛❡❝& ♦❢ ❛♥ ✐♥❝+❡❛/❡ ✐♥ θ✿
dJR
dθ
=
∂h(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂h(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z(JR; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
>0
=?
✷✳❆✳✶✻ %&♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽
▲❡♠♠❛✳ ■❢ α < 1✱ ✐♥❝&❡❛)✐♥❣ +❤❡ ❡❧❛)+✐❝✐+② ♦❢ )✉❜)+✐+✉+✐♦♥ σ ❞❡❝&❡❛)❡) +❤❡ ♦♣+✐♠❛❧
)✉❜)✐❞② &❛+❡ ❛♥❞ ❤❛) ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉) ❡✛❡❝+ ♦♥ +❤❡ &❡❧❛+✐✈❡ ♠❛)) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜&♠)✳
9&♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✐+❡❝& ❡✛❡❝& ♦❢ ❛♥ ✐♥❝+❡❛/❡ ✐♥ σ ♦♥ &❤❡ +❡❧❛&✐✈❡ ♠❛// ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜+♠/ ✐/
❣✐✈❡♥ ❜②✿
∂h(s; σ)
∂σ
= JR
[
J
−
1
σ−1
R +
θ
σ − 1
ln(s)
sσ−1
sσ−1 − 1
]
> 0.
❚❤❡+❡❢♦+❡✱ &❤❡ h(s) ❝✉+✈❡ /❤✐❢&/ ✉♣✇❛+❞/✳ ❚❛❦❡ &❤❡ ❧✐♠✐&/ ♦❢ &❤❡ z(JR) ❝✉+✈❡✿
lim
JR→1
z(JR) =
σ
σ − 1
lim
JR→0
z(JR) =
σ
σ − 1
+
1
σ
1− α
α
.
❚❤✉/✱ &❤❡ z(JR) ❝✉+✈❡ /❤✐❢&/ &♦ &❤❡ ❧❡❢&✱
∂z(JR;σ)
∂σ
< 0✳ ❋♦+ α < 1, ∂z(JR;σ)
∂JR
< 0 ✱ /✉❝❤ &❤❛&
∂z(JR;σ)
∂JR
∂h(s;σ)
∂σ
< 0 ❛♥❞ &❤❡+❡❢♦+❡✿
ds
dσ
=
∂z(JR; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z(JR; σ)
∂JR
∂h(s; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
❲✐&❤ α < 1 ❛♥ ✐♥❝+❡❛/❡ ✐♥ σ ❤❛/ ❛ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡ ❡>✉✐❧✐❜+✐✉♠ /✉❜/✐❞② +❛&❡✳ ❋♦+
α < 1✱ &❤❡ &♦&❛❧ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡ +❡❧❛&✐✈❡ ♠❛// ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜+♠/ ✐/ ❛♠❜✐❣✉♦✉/✿
dJR
dσ
=
∂h(s; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂h(s; σ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z(JR; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
<0
=?
❋♦+ α > 1 ✇❡ ❣❡& ∂z(JR;σ)
∂JR
> 0 ❛♥❞
ds
dσ
=
∂z(JR; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z(JR; σ)
∂JR︸ ︷︷ ︸
>0
∂h(s; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
>0︸ ︷︷ ︸
>0
=?
❋♦+ α > 1 &❤❡ &♦&❛❧ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡ +❡❧❛&✐✈❡ ♠❛// ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜+♠/ ✐/ ❛❧/♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉/✿
dJR
dσ
=
∂h(s; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂h(s; σ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z(JR; σ)
∂σ︸ ︷︷ ︸
<0
=?
✷✳❇ ❋$❡❡ ❡♥'$②
■♥ &❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ &❤❡ ♣❛♣❡+✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❛//✉♠❡ &❤❛& &❤❡+❡ ✐/ ❛ ✜①❡❞
♠❡❛/✉+❡ ♦❢ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❡♥&+❛♥&/ ✐♥ &❤❡ ♠❛+❦❡&✳ ◆♦✇✱ ■ +❡❧❛① &❤✐/ ❛//✉♠♣&✐♦♥ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦+ ❢+❡❡ ❡♥&+②✱ /✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ♠❛// ♦❢ ❡♥&+❛♥&/✱ Je, ✐/ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉/❧② ❞❡&❡+♠✐♥❡❞ ❛/ ✐♥ ▼❡❧✐&③
✭✷✵✵✸✮✳
✷✽
■ ❛//✉♠❡ &❤❛& &❤❡+❡ ✐/ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛// ♦❢ ♣&♦)♣❡❝+✐✈❡ ❡♥&+❛♥&/ ❢+♦♠ ✇❤✐❝❤
✷✽
◆♦"❡ "❤❛" ❆'❦♦❧❛❦✐+ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ +❤♦✇ "❤❛" ✇✐"❤ ❛ 3❛'❡"♦ ❞✐+"'✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ♣'♦❞✉❝"✐✈✐"② ❛♥❞ ❈❊❙ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡+✱
"❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❛ ✜①❡❞ ♠❡❛+✉'❡ ♦❢ ❡♥"'❛♥"+ ✭♣'♦♣♦'"✐♦♥❛❧ "♦ ❝♦✉♥"'② +✐③❡✮✱ ❛♥❞ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❢'❡❡ ❡♥"'② ❛'❡
✐+♦♠♦'♣❤✐❝✳ ■♥ ❡F✉✐❧✐❜'✐✉♠✱ ✉♥❞❡' ❢'❡❡ ❡♥"'② ❛❣❣'❡❣❛"❡ ♣'♦✜"+ ❛'❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡' ♣♦+✐"✐✈❡ ❜✉" ❡F✉❛❧ "♦ ❛❣❣'❡❣❛"❡
❡♥"'② ❝♦+"+✳
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❛ ♠❛"" ♦❢ Je ❞❡❝✐❞❡" )♦ ❡♥)❡+ )❤❡ ♠❛+❦❡)✳ ❚♦ ❡♥)❡+ ❛♥❞ )♦ ♦❜)❛✐♥ ✐)" ♣+♦❞✉❝)✐✈✐)② ❞+❛✇✱
❛ ✜+♠ ❤❛" )♦ ♣❛② "✉♥❦ ❡♥)+② ❝♦") fe✳ ❈♦♥❞✐)✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡♥)+②✱ ✜+♠" )❤❛) ♠❛❦❡ ♥❡❣❛)✐✈❡
♣+♦✜)" ✐♠♠❡❞✐❛)❡❧② ❡①✐) ❛♥❞ ❞♦ ♥♦) ♣+♦❞✉❝❡✱ "✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ♠❛"" ♦❢ ❛❝)✐✈❡ ✜+♠" JA ✐" ❛
"✉❜"❡) ♦❢ )❤❡ ♠❛"" ♦❢ ❡♥)+❛♥)" Je✳ ❲✐)❤ ♣+♦❜❛❜✐❧✐)② δ ❛ ♣+♦❞✉❝✐♥❣ ✜+♠ ❤❛" )♦ ❡①✐)✳ ■♥ ❛
")❡❛❞② ")❛)❡✱ ✜+♠ ❡①✐) ❡>✉❛❧" ✜+♠ ❡♥)+②✿ (1 − V (ϕ∗))Je = δJA✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ +❛)❡ ✐" ✜①❡❞
)♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦+ "✐♠♣❧✐❝✐)② )❤❡ )♦)❛❧ ♠❛"" ♦❢ ❧❛❜♦+ ✐♥ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐" ❛❧"♦ ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ )♦
✉♥✐)②✳
✷✳❇✳✶ ❇❛%❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
❉❡✜♥❡ ❛✈❡+❛❣❡ ♣+♦❞✉❝)✐✈✐)② ❛" ϕ˜ =
[´
∞
ϕ∗
ϕσ−1v(ϕ)dϕ
] 1
σ−1
✳ ❯♥❞❡+ C❛+❡)♦✱ V (ϕ) =
1−
(
b
ϕ
)θ
✱ ✇❡ ❣❡)
ϕ˜ =
(
θ
θ + 1− σ
) 1
σ−1
ϕ∗. ✭✷✳✺✶✮
❇② )❤❡ ③❡+♦ ♣+♦✜) ❝♦♥❞✐)✐♦♥✱ π(ϕ∗) = 0⇐⇒ r(ϕ∗) = σf ✱ ✇❡ ❣❡) r(ϕ˜) = r(ϕ∗)
(
ϕ˜
ϕ∗
)σ−1
=
σf
(
θ
θ+1−σ
)
✳ ❆✈❡+❛❣❡ ♣+♦✜)" ❛+❡
π(ϕ˜) =
r(ϕ˜)
σ
− f = f
[(
ϕ˜
ϕ∗
)σ−1
− 1
]
. ✭✷✳✺✷✮
❚❤❡ ❢+❡❡ ❡♥)+② ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ")❛)❡" )❤❛) )❤❡ ♥❡) ✈❛❧✉❡ ❢+♦♠ ❡♥)+② ❤❛" )♦ ❜❡ ③❡+♦✱
1−V (ϕ∗)
δ
π(ϕ˜)−
fe = 0✿
π(ϕ˜) =
δfe
1− V (ϕ∗)
. ✭✷✳✺✸✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✳✺✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✶✮ ❣✐✈❡" )❤❡ ♣+♦❞✉❝) ♠❛+❦❡) ❝✉)♦✛
ϕ∗ =
[
bθ
f
δfe
(
σ − 1
θ + 1− σ
)] 1
θ
.
❇② JA =
y
r(ϕ˜)
✱ )❤❡ ❡>✉✐❧✐❜+✐✉♠ ♠❛"" ♦❢ ❛❝)✐✈❡ ✜+♠" ✐"
JA =
(
θ + 1− σ
σθ
)
y
f
.
❚❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❡♥)+❛♥)" ✐" ♣+♦♣♦+)✐♦♥❛❧ )♦ )❤❡ "✐③❡ ♦❢ )❤❡ ❞✐✛❡+❡♥)✐❛)❡❞ ❣♦♦❞" "❡❝)♦+✱ y
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞" ♦♥❧② ♦♥ σ, θ, y ❛♥❞ fe✿
Je =
δJA
1− V (ϕ∗ii)
=
σ − 1
σθ
y
fe
.
❚❤✉"✱ ✉♥❞❡+ ❢+❡❡ ❡♥)+② )❤❡ ♠❛"" ♦❢ ❛❝)✐✈❡ ✜+♠" ✐" )❤❡ "❛♠❡ ❛" ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐)❤ ❛ ✜①❡❞
♠❡❛"✉+❡ ♦❢ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ❡♥)+❛♥)"✳
✷✳❇✳✷ ▼♦❞❡❧ ✇✐/❤ ❝♦%/❧② ♣4♦❞✉❝/✐♦♥ %✉❜%✐❞②
❆""✉♠❡ )❤❛) ✜+♠" ❝❛♥ +❡❝❡✐✈❡ ❛ "✉❜"✐❞② s > 1 ♦♥ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❝♦")" ❜② ♣❛②✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦")"
fs✳ ❉❡✜♥❡ ❛❣❣+❡❣❛)❡ ♣+♦❞✉❝)✐✈✐)② ❛"
ϕ˜A = {
1
JA
[JA (ϕ˜)
σ−1 + JL
(
sσ−1 − 1
)
(ϕ˜L)
σ−1]}
1
σ−1 ,
✇❤❡+❡ ❛✈❡+❛❣❡ ♣+♦❞✉❝)✐✈✐)② ♦❢ "✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜+♠" ✐"
ϕ˜L =
[ˆ
∞
ϕ∗L
ϕσ−1
v(ϕ)
1− V (ϕ∗L)
dϕ
] 1
σ−1
=
(
θ
θ + 1− σ
) 1
σ−1
ϕ∗L
✷✳❇✳ ❋❘❊❊ ❊◆❚❘❨ ✺✶
❛♥❞ ❛✈❡%❛❣❡ ♣%♦❞✉❝+✐✈✐+② ♦❢ ❛❧❧ ♣%♦❞✉❝✐♥❣ ✜%♠2 ✐2
ϕ˜ =
[ˆ
∞
ϕ∗
ϕσ−1
v(ϕ)
1− V (ϕ∗L)
dϕ
] 1
σ−1
=
(
θ
θ + 1− σ
) 1
σ−1
ϕ∗.
❇② +❤❡ ③❡%♦ ♣%♦✜+ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✿
π(ϕ∗) = 0⇐⇒ r(ϕ∗) = σf.
❇② +❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉+♦✛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✿
πs(ϕ
∗
L)− π(ϕ
∗
L) = 0⇐⇒ r(ϕ
∗
L) =
σfs
(sσ−1 − 1)
.
❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ϕ∗L =
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
ϕ∗✱ 2✉❝❤ +❤❛+ ϕ˜L =
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
ϕ˜. ❆✈❡%❛❣❡ %❡✈❡♥✉❡2
❛%❡
r(ϕ˜A) =
y
JA
= r(ϕ˜) +
1− V (ϕ∗L)
1− V (ϕ∗)
(
sσ−1 − 1
)
r(ϕ˜L).
❇② +❤❡ ③❡%♦ ♣%♦✜+ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉+♦✛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✱ r(ϕ˜L) = r(ϕ˜)
(
ϕ˜L
ϕ˜
)σ−1
=
r(ϕ˜)
(
fs
f(sσ−1−1)
)
❛♥❞ r(ϕ˜) = r(ϕ∗)
(
ϕ˜
ϕ∗
)σ−1
= σf
(
θ
θ+1−σ
)
. ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ✇✐+❤
1−V (ϕ∗L)
1−V (ϕ∗)
=(
ϕ∗
ϕ∗L
)θ
✇❡ ❣❡+
r(ϕ˜A) = σf
(
θ
θ + 1− σ
)[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]
.
❆✈❡%❛❣❡ ♣%♦✜+2 ❛%❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2 π(ϕ˜A) =
r(ϕ˜A)
σ
− f −
1−V (ϕ∗L)
1−V (ϕ∗)
fs✳ ❚❤✉2✱
π(ϕ˜A) =
θ
θ + 1− σ
f
[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]
− f −
(
fs
f(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1
fs.
✭✷✳✺✹✮
❚❤❡ ❢%❡❡ ❡♥+%② ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜②
π(ϕ˜A) =
δfe
1− V (ϕ∗)
=
δfe(
b
ϕ∗
)θ . ✭✷✳✺✺✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡D✉❛+✐♦♥ ✷✳✺✹ ❛♥❞ ✷✳✺✺ ❧❡❛❞2 +♦ +❤❡ ♣%♦❞✉❝+ ♠❛%❦❡+ ❝✉+♦✛✿
ϕ∗ =
[
bθ
f
δfe
(
σ − 1
θ + 1− σ
)[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]] 1
θ
❛♥❞ +♦ +❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉+♦✛
ϕ∗L =
(
fs
f(sσ−1 − 1)
) 1
σ−1
[
bθ
f
δfe
(
σ − 1
θ + 1− σ
)[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]] 1
θ
.
❆✈❡%❛❣❡ %❡✈❡♥✉❡2 ❛%❡
r(ϕ˜A) =
θσ
θ + 1− σ
f
[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]
.
❇② JA =
y
r(ϕ˜A)
+❤❡ ♠❛22 ♦❢ ❛❝+✐✈❡ ✜%♠2 ✐2
JA =
θ + 1− σ
θσ
y
f
[
1 +
(
fs
f
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1
]−1
.
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❲✐"❤
ϕ∗L
ϕ∗
=
(
fs
f(sσ−1−1)
) 1
σ−1
✱ "❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜1♠(✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② JL = JA
(1−V (ϕL))
(1−V (ϕ∗))
=
JA
(
ϕ∗
ϕ∗L
)θ
✱ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②
JL =
θ + 1− σ
σθ
y
fs
[(
fs
f(sσ−1 − 1)
) θ
σ−1
(
f
fs
)
+ 1
]−1
.
❚❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❡♥"1❛♥"( ✐( "❤❡ (❛♠❡ ❛( ✐♥ "❤❡ ❝❛(❡ ✇✐"❤♦✉" (✉❜(✐❞②✿
Je =
δJA
1− V (ϕ∗ii)
=
σ − 1
θσ
y
fe
.
❆❣❛✐♥✱ ✉♥❞❡1 ❢1❡❡ ❡♥"1② ❛♥❞ ✇✐"❤ ❛ ✜①❡❞ ♠❡❛(✉1❡ ♦❢ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❡♥"1❛♥"(✱ "❤❡ ♠❛(( ♦❢
❛❝"✐✈❡ ✜1♠( ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜1♠( ✐( ✐❞❡♥"✐❝❛❧✳
✷✳❈ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ✐♥,%'✉♠❡♥%✿ ❛❞✲✈❛❧♦'❡♠ ♦✉%♣✉% ,✉❜,✐❞②
❆❧"❡1♥❛"✐✈❡❧② "♦ ❛ (✉❜(✐❞② ♦♥ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❝♦("(✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥(✐❞❡1 ❛♥ ❛❞✲✈❛❧♦1❡♠ ♦✉"♣✉"
(✉❜(✐❞②✳ ❆❢"❡1 ♣❛②✐♥❣ ❛❞♠✐♥✐("1❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦("( fs, ❛ ✜1♠ ❜❡❝♦♠❡( ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦1 ❛♥ ❛❞✲
✈❛❧♦1❡♠ (✉❜(✐❞② s > 1✳ ❆" ❛ ♠❛1❦❡" ♣1✐❝❡ ♦❢ ps ❛ ✜1♠( 1❡❝❡✐✈❡( ❛ ♣1♦❞✉❝❡1 ♣1✐❝❡ ♣❡1
✉♥✐" (♦❧❞ ♦❢ s · ps✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ❛ (✉❜(✐❞✐③❡❞ ✜1♠ ♠❛①✐♠✐③❡( πs = spsqs(ϕ)−
qs(ϕ)
ϕ
− f − fs
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞( ❛ ♠❛1❦❡" ♣1✐❝❡ ♦❢ ps =
σ
(σ−1)
1
sϕ
✳ ❍❡♥❝❡✱ "❤❡ ♣❡1✲✉♥✐" ♣!♦❞✉❝❡! ♣1✐❝❡ ✐( "❤❡
(❛♠❡ ❛( ✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤♦✉" ❛ (✉❜(✐❞②✿ s · ps =
σ
σ−1
1
ϕ
✳ ◗✉❛♥"✐"② (♦❧❞✱ 1❡✈❡♥✉❡( ❛♥❞
♣1♦✜"( ♦❢ ❛ ✜1♠ ✇✐"❤ ♣1♦❞✉❝"✐✈✐"② ❞1❛✇ ϕ ❛1❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
qs(ϕ) = s
σ
( σ
σ−1
1
ϕ
)−σ
P 1−σs
y, rs(ϕ) = s
σ
( σ
σ−1
1
ϕ
)1−σ
P 1−σs
y, ❛♥❞ πs(ϕ) = s
σ
( σ
σ−1
1
ϕ
)1−σ
P 1−σs
y
σ
− f − fs.
❋✐1♠ 1❡✈❡♥✉❡( ❝❛♥ ❜❡ (♣❧✐" ✉♣ ✐♥"♦ ❛ ✏♠❛1❦❡"✑ ❛♥❞ ❛ ✏❣♦✈❡1♥♠❡♥"✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥"✿
rs(ϕ) = spsqs(ϕ) = pqs(ϕ)︸ ︷︷ ︸
♠❛1❦❡" 1❡✈❡♥✉❡
+ (s− 1)pqs(ϕ)︸ ︷︷ ︸
(✉❜(✐❞② ♣❛②♠❡♥"(
.
❚❤❡ (✉❜(✐❞② ♣❛②♠❡♥"( ♣❡1 ✜1♠ ❝❛♥ ❜❡ 1❡✇1✐""❡♥ ❛(
(s− 1)psqs(ϕ) = (s− 1)
(
σ
σ − 1
1
sϕ
)
sσ
( σ
σ−1
1
ϕ
)−σ
P 1−σs
y
=
s− 1
s
sσ
( σ
(σ−1)
1
ϕ
)1−σ
P 1−σs
y
=
s− 1
s
rs(ϕ).
❚❤❡ ❧♦✇ ❝♦'(' ❝❛'❡✳ ❚❤❡ ♣1♦❞✉❝" ♠❛1❦❡" ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❝✉"♦✛ ✐( ❞❡✜♥❡❞ ❜② πs(ϕ
∗
L,low) =
0 :
ϕ∗L,low =
σ
σ − 1
(
σ
y
1
P σ−1s
f + fs
sσ
) 1
σ−1
.
❚❤❡ ♣1✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②
Ps,low = κ˜ (f + fs)
1
θ
θ+1−σ
σ−1 s−
1
θ
σθ−σ+1
σ−1 ,
✇❤❡1❡ κ˜ =
(
Jθbθ
θ+1−σ
(
σ
σ−1
)
−θ
(
σ
y
)−θ−1+σ
σ−1
)− 1
θ
✳ ❚❤❡ ❝✉"♦✛ ❝❛♥ "❤❡♥ ❜❡ 1❡✇1✐""❡♥ ❛(
ϕ∗L,low = κ
(
f + fs
s
) 1
θ
,
✷✳❈✳ ❆▲❚❊❘◆❆❚■❱❊ ■◆❙❚❘❯▼❊◆❚✿ ❆❉✲❱❆▲❖❘❊▼ ❖❯❚2❯❚ ❙❯❇❙■❉❨ ✺✸
✇❤❡#❡ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
✳ ❚♦'❛❧ *✉❜*✐❞② ♣❛②♠❡♥'* ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Slow = (s − 1)y✳ ❲✐'❤
∂Slow
∂s
= y ❛♥❞ ∂CS
∂s
= y 1
θ
σθ−σ+1
σ−1
1
s
, '❤❡ ❋❖❈ ❢♦# ❛♥ ✐♥'❡#✐♦# ✇❡❧❢❛#❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②
∂CS
∂s
−
∂Slow
∂s
=
1
θ
σθ − σ + 1
σ − 1
y
s
− y = 0.
❚❤❡ ✇❡❧❢❛#❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ *✉❜*✐❞② ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ♠❛#❦✉♣ ♠✐♥✉* '❤❡ ✐♥✈❡#*❡ ♦❢ '❤❡ =❛#❡'♦
*❤❛♣❡ ♣❛#❛♠❡'❡#✿
s∗ = (
σ
σ − 1
−
1
θ
).
❋♦# ❧❛#❣❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢ θ ✭❧❡** ✜#♠ ❤❡'❡#♦❣❡♥❡✐'②✮✱ '❤❡ *✉❜*✐❞② ✐♥❝#❡❛*❡*✱ ❛♥❞✱ ❢♦# θ → ∞,
'❤❡ *✉❜*✐❞② ❝♦♠♣❡♥*❛'❡❞ ❡①❛❝'❧② ❢♦# '❤❡ ♠❛#❦✉♣ ❞✐*'♦#'✐♦♥✳ ❋♦# ✜♥✐'❡ θ, '❤❡ *✉❜*✐❞② ✐*
❛❧✇❛②* ❜❡❧♦✇ '❤❡ ♠❛#❦✉♣✳ ▼♦#❡ ✜#♠ ❤❡'❡#♦❣❡♥❡✐'② ✭❧♦✇ θ✮ ✐* ❛**♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ ❛ ❧♦✇❡#
♦♣'✐♠❛❧ *✉❜*✐❞②✳ ❋♦# σ − 1 = θ✱ ✇❡ ❣❡' s∗ = 1✳ ❚❤✉*✱ ❢♦# ∞ > θ > σ − 1✱ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧
*✉❜*✐❞② ❧✐❡* ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡#✈❛❧ (1, σ
σ−1
).
❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦'(' ❝❛'❡✳ ❚❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐'② ❝✉'♦✛ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜② πs(ϕ
∗
L) = π(ϕ
∗
L) :
ϕ∗L =
(
σ
σ − 1
)(
σ
P σ−1s y
fs
(sσ − 1)
) 1
σ−1
.
❚❤❡ ♣#♦❞✉❝' ♠❛#❦❡' ❝✉'♦✛ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(ϕ∗) = 0 :
ϕ∗ =
(
σ
σ − 1
)(
σ
P σ−1s y
f
) 1
σ−1
.
❍❡♥❝❡✱ ϕ∗L > ϕ
∗
✐❢ fs > f(s
σ − 1)✳ ❋✉#'❤❡#✱
ϕ∗L = ϕ
∗
(
fs
f(sσ − 1)
) 1
σ−1
.
❚❤❡ ♣#✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②
Ps,high = κ˜[f
σ−θ−1
σ−1 + (sσ−1 − 1)(sσ − 1)
θ+1−σ
σ−1 f
σ−θ−1
σ−1
s ]
−
1
θ ,
✇❤❡#❡ κ˜ =
(
Jθbθ
θ+1−σ
(
σ
σ−1
)
−θ
(
σ
y
)−θ−1+σ
σ−1
)− 1
θ
✳ ❯*✐♥❣ '❤✐* ❡①♣#❡**✐♦♥✱ '❤❡ ❝✉'♦✛* ❝❛♥ ❜❡
#❡✇#✐''❡♥ '♦
ϕ∗L = κ[
(
fs
f(sσ − 1)
) θ
σ−1
f + (
sσ−1 − 1
sσ − 1
)fs]
1
θ ,
✇❤❡#❡ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
✳ ❲✐'❤ ϕ∗L = ϕ
∗
(
fs
f(sσ−1)
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡'
ϕ∗ = κ[f +
(
fs
f(sσ − 1)
)
−
θ
σ−1
(
sσ−1 − 1
sσ − 1
)fs]
1
θ ,
✇❤❡#❡ κ =
(
J θb
θ
θ−σ+1
σ
y
) 1
θ
✳ ❚♦'❛❧ *✉❜*✐❞② ♣❛②♠❡♥'* ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
Shigh = J
s− 1
s
ˆ
ϕL
rs(ϕ)v(ϕ)dϕ ✭✷✳✺✻✮
=
s− 1
s
sσy
[
(sσ−1 − 1) +
(
fs
f (sσ − 1)
) θ−σ+1
σ−1
]−1
.
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✷✳❉ ❆ ♠♦❞❡❧ ✇✐+❤ ❧♦❜❜② ✜①❡❞ ❝♦2+2 ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐+② ✜①❡❞ ❝♦2+2
❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❡7❢❡❝+❧② +❛7❣❡+❛❜❧❡ 2✉❜2✐❞② 7❛+❡
■♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ (❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡-✱ ✜①❡❞ ❝♦2(2 (♦ -❡❝❡✐✈❡ 2✉❜2✐❞✐❡2 ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦2(2 (♦ ❧♦❜❜② ❛-❡
(❤❡ 2❛♠❡✳ ❆ ✜-♠ ❝❛♥♥♦( -❡❝❡✐✈❡ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✇✐(❤♦✉( ❜❡✐♥❣ ✐♥ (❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ (❤❡-❡❢♦-❡✱
(❤❡-❡ ✐2 ♥♦ ❢-❡❡✲-✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠✳ ■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ -❡❧❛① (❤✐2 ❛22✉♠♣(✐♦♥✳ ■ 2❤♦✇ (❤❛(
❡✈❡♥ ✐❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐2 ♥♦( ♣❡-❢❡❝(❧② (❛-❣❡(❛❜❧❡ (♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2✱ ✉♥❞❡- ❝❡-(❛✐♥ ♣❛-❛♠❡(❡-
-❡2(-✐❝(✐♦♥2✱ ♦♥❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2 -❡❝❡✐✈❡ (❤❡ 2✉❜2✐❞②✳
❆ ❢-❡❡✲-✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛-✐2❡ ✐❢ ❛ ✜-♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜( ❢-♦♠ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✇✐(❤♦✉( ❜❡✐♥❣
✐♥ (❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ (❤✐♥❦ ♦❢ (✇♦ ❞✐2(✐♥❝( ✜①❡❞ ❝♦2(2✳ ❋✐-2(✱ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥
♦- ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ✜①❡❞ ❝♦2(2 fE ✭❡✳❣✳✱ ♣❛♣❡-✇♦-❦ ♦- -❡❞✲(❛♣❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ✜①❡❞
❝♦2(2✱ fL✱ (♦ ❜❡ ♣♦❧✐(✐❝❛❧❧② ❛❝(✐✈❡ ❛♥❞ (♦ ❥♦✐♥ ❛ ❧♦❜❜② (❤❛( ❧♦❜❜✐❡2 ❢♦- ❛♥ ✐♥❝-❡❛2❡ ✐♥
(❤❡ 2✉❜2✐❞② -❛(❡✳ ■❢ (❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ 2✉❜2✐❞② -❛(❡ ✐2 (❤❡ 2❛♠❡ ❢♦- ❛ ✜-♠ (❤❛( ❛❧2♦ ♣❛②2 (❤❡
❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❧♦❜❜② ✜①❡❞ ❝♦2(2✱ ♥♦ ✜-♠ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐( ♣-♦✜(❛❜❧❡ (♦ ❞♦ 2♦✳ ■♥ (❤✐2 ❝❛2❡✱ (❤❡
❢-❡❡✲-✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠ ♣-❡✈❡♥(2 (❤❡ ❧♦❜❜② ❢-♦♠ ❜❡✐♥❣ ❡2(❛❜❧✐2❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ✐❢ (❤❡ ♣♦2✐(✐✈❡
2♣✐❧❧♦✈❡-2 ❢-♦♠ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛-❡ 2✉✣❝✐❡♥(❧② ❧♦✇✱ 2✉❝❤ (❤❛( (❤❡ 2✉❜2✐❞② -❛(❡ ❢♦- ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2
✐2 ❧❛-❣❡- (❤❛♥ (❤❡ 2✉❜2✐❞② -❛(❡ ❢♦- ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2✱ (❤❡ ❢-❡❡✲-✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠ ❞✐2❛♣♣❡❛-2✱
❡✈❡♥ ✐❢ (❤❡-❡ ❛-❡ (✇♦ ❞✐2(✐♥❝( ✜①❡❞ ❝♦2(2 ❢♦- ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦- ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(②✳ ■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
■ ✇✐❧❧ 2❤♦✇ (❤❛( ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐(❤ (✇♦ ❞✐2(✐♥❝( ✜①❡❞ ❝♦2(2 ❢♦- ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♥❡2(2
♠② ❛♣♣-♦❛❝❤ ✇✐(❤ ❛ 2✐♥❣❧❡ ✜①❡❞ ❝♦2(2✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✜-♠ (❤❛( ❛-❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❜✉( ❞♦ ♥♦( ❧♦❜❜②
-❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢-❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞②✳ ■❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐2 2✉✣❝✐❡♥(❧② (❛-❣❡(❛❜❧❡ (♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✜-♠2✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ 2(✐❧❧ ❣❡♥❡-❛(❡2 ❛ 2✉✣❝✐❡♥(❧② ❤✐❣❤ ❜❡♥❡✜(✱ 2✉❝❤ (❤❛( (❤❡-❡ ✐2 ❛ ❧♦❜❜② ❝✉(♦✛✳
■♥ ♣❛-(✐❝✉❧❛-✱ 2✉♣♣♦2❡ (❤❛( ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦- (❤❡ 2✉❜2✐❞② ❧❡❛❞2 ❛❧2♦ (♦ ❛ ❜❡♥❡✜( ❢♦- ♥♦♥✲
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2✱ 2✉❝❤ (❤❛( ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠ ❜❡♥❡✜( ❢-♦♠ (❤❡ ❢✉❧❧ 2✉❜2✐❞② -❛(❡ s ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠ (❤❛( ♣❛② ♦♥❧② (❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ✜①❡❞ ❝♦2(2 -❡❝❡✐✈❡ δs✱ ✇❤❡-❡ δ ∈ [1
s
, 1]✳ ❚❤❡
♣❛-❛♠❡(❡- δ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥(❡-♣-❡(❡❞ ❛2  ❛"❣❡ ❛❜✐❧✐ ② ♦❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞②✳ ■❢ δ ✐2 ❤✐❣❤✱ ❧♦❜❜②✐♥❣
❢♦- (❤❡ 2✉❜2✐❞② ❞♦❡2 ♥♦( ❣❡♥❡-❛(❡ ♠✉❝❤ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜(2 ❢♦- ❛ ✜-♠✳ ■♥ (❤✐2 ❝❛2❡✱
(❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐2 ♥♦( ❡❛2✐❧② (❛-❣❡(❛❜❧❡ (♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2 ❛♥❞ (❤❡-❡ ❛-❡ ❧❛-❣❡ 2♣✐❧❧♦✈❡-2 (♦
♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2✳ ❇❡❛-✐♥❣ (❤❡ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦2(2 ✐2 (❤❡♥ ♦♥❧② ♣-♦✜(❛❜❧❡
❢♦- ❛ 2♠❛❧❧ ❢-❛❝(✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣-♦❞✉❝(✐✈❡ ✜-♠2✳ ■♥ (❤❡ ❡①(-❡♠❡ ❝❛2❡ ✇❤❡-❡ δ = 1✱ (❤❡ ❧♦❜❜②
✇✐❧❧ ♥♦( ❜❡ ❡2(❛❜❧✐2❤❡❞✱ ❜❡❝❛✉2❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞♦❡2 ♥♦( ❣❡♥❡-❛(❡ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜(2✳ ❋♦-
❧♦✇ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ δ✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ (❛-❣❡(❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐2 ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐(❤♦✉(
❧♦❜❜②✐♥❣ ✐2 -❡❧❛(✐✈❡❧② ✉♥❛((-❛❝(✐✈❡✳ ■♥ (❤❡ ♦(❤❡- ❧✐♠✐( ❝❛2❡✱ ✇❤❡-❡ δ → 1
s
✱ ❛❧❧ ✜-♠2 (❤❛(
❛-❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❛❧2♦ ❧♦❜❜②✱ ❜❡❝❛✉2❡ ❜❡✐♥❣ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐(❤♦✉( ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞♦❡2 ♥♦( ❣❡♥❡-❛(❡ ♠✉❝❤
❜❡♥❡✜(✳
■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ✇✐❧❧ ❞❡-✐✈❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥2 ♦♥ δ✱ 2✉❝❤ (❤❛( (❤❡-❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 2♦♠❡ ✜-♠2
(❤❛( ❧♦❜❜② ❛♥❞ ♦(❤❡-2 (❤❛( -❡❝❡✐✈❡ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ✇✐(❤♦✉( ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ■ ✇✐❧❧ 2❤♦✇ (❤❛(
(❤❡-❡ ❡①✐2( ✉♣♣❡- ❛♥❞ ❧♦✇❡- ❜♦✉♥❞2 δ < δ < δ¯✱ 2✉❝❤ (❤❛( ❢♦- ✐♥(❡-✐♦- ✈❛❧✉❡2 ♦❢ δ ✇✐(❤
1
s
< δ < δ < δ¯ < 1 (❤❡-❡ ❛-❡ (❤-❡❡ ❝✉(♦✛2✿ ❛ ❧♦❜❜② ❝✉(♦✛✱ ❛ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ❝✉(♦✛ ❛♥❞ ❛
♣-♦❞✉❝( ♠❛-❦❡( ❝✉(♦✛✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❢♦- 2✉✣❝✐❡♥(❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ δ✱ 2✉❝❤ (❤❛( 1
s
≤ δ ≤ δ
(❤❡-❡ ❛-❡ ♦♥❧② (✇♦ ❝✉(♦✛2✱ ❛ ❧♦❜❜② ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ❝✉(♦✛ ❛♥❞ ❛ ♣-♦❞✉❝( ♠❛-❦❡( ❝✉(♦✛✳
❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ✐❢
1
s
≤ δ ≤ δ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉(❧✐♥❡❞ ❤❡-❡ 2✐♠♣❧✐✜❡2 (♦ (❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ (❤❡
♣❛♣❡-✳
H-♦✜(2 ♦❢ ❛ ✜-♠ (❤❛( ❞♦❡2 ♥♦( -❡❝❡✐✈❡ 2✉❜2✐❞② ♣❛②♠❡♥(2 ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
π(ϕ) =
( σ
σ−1
1
ϕ
)1−σ
P 1−σs
y
σ
− f.
H-♦✜(2 ♦❢ ❛ ✜-♠ (❤❛( -❡❝❡✐✈❡2 ❛ ❢-❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ 2✉❜2✐❞② ❜✉( ❞♦❡2 ♥♦( ❧♦❜❜② ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
✷✳❉✳ ▼❖❉❊▲ ❲■❚❍ ▲❖❇❇❨ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❆◆❉ ❊▲■●■❇■▲■❚❨ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ✺✺
πδs(ϕ) =
( σ
σ−1
1
δsϕ
)1−σ
P 1−σs
y
σ
− f − fE.
 !♦✜$% ♦❢ ❛ ✜!♠ $❤❛$ !❡❝❡✐✈❡% $❤❡ ❢✉❧❧ %✉❜%✐❞② !❛$❡ ❛♥❞ ❧♦❜❜✐❡% ❛!❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
πs(ϕ) =
( σ
σ−1
1
sϕ
)1−σ
P 1−σs
y
σ
− f − fE − fL.
❚❤❡ ♣!♦❞✉❝$ ♠❛!❦❡$ ❝✉$♦✛ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(ϕ∗) = 0✿
ϕ∗ = (
σ
σ − 1
)
(
fσ
y
P 1−σs,high
) 1
σ−1
.
❚❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜②
πsδ(ϕ
∗
E) = π(ϕ
∗
E).
❚❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜②
πs(ϕ
∗
L) = πsδ(ϕ
∗
L).
■❢ δ ✐% %✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇ ♦! fE %✉✣❝✐❡♥$❧② ❤✐❣❤✱ $❤❡!❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛ %✐♥❣❧❡ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
πs(ϕ
∗
L,old) = π(ϕ
∗
L,old).
❍♦✇❡✈❡!✱ ❢♦! %✉✣❝✐❡♥$❧② ❤✐❣❤ δ ✭%✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇ fE✮✱ $❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②
πsδ(ϕ
∗
E) = π(ϕ
∗
E)✿
ϕ∗E = (
σ
σ − 1
)
(
fE
((δs)σ−1 − 1)
σ
y
P 1−σs,high
) 1
σ−1
.
❚❤❡♥✱ ϕ∗E > ϕ
∗
✱ ✐❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❤♦❧❞%✿
δ < δ¯ =
1
s
((
fE
f
)
+ 1
) 1
σ−1
.
❚❤✉%✱ ✐❢ δ ✐% %✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇✱ $❤❡!❡ ❡①✐%$% ❛ ♣!♦❞✉❝$✐♦♥ ❝✉$♦✛ ❛♥❞ ❛ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛✳
◆♦$❡ $❤❛$ ❜②
1
s
< 1
s
((
fE
f
)
+ 1
) 1
σ−1
%✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ¯ ❛❧✇❛②% ❡①✐%$% ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ✐♥$❡!✈❛❧
[1
s
, 1]✳ ❋♦! δ = 1
s
((
fE
f
)
+ 1
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡$ ϕ∗E = ϕ
∗
❛♥❞ ❢♦! δ > 1
s
((
fE
f
)
+ 1
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡$
ϕ∗E < ϕ
∗
✳
❚❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜② πs(ϕ
∗
L) = πsδ(ϕ
∗
L)✿
ϕ∗L = (
σ
σ − 1
)
(
fL
sσ−1(1− δσ−1)
σ
y
P 1−σs,high
) 1
σ−1
.
❚❤❡♥✱ ϕ∗L > ϕ
∗
E ✐❢
δ > δ =
(
sσ−1fE + fL
sσ−1 (fL + fE)
) 1
σ−1
< 1.
◆♦$❡ $❤❛$ ❜②
(
sσ−1fE+fL
sσ−1(fL+fE)
) 1
σ−1
< 1 %✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ ❛❧✇❛②% ❡①✐%$% ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ✐♥$❡!✈❛❧
[1
s
, 1]✳ ❊F✉✐✈❛❧❡♥$❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇!✐$❡✿ fE < fL
(δs)σ−1−1
sσ−1(1−δσ−1)
. ❚❤✉%✱ ✐❢ δ > δ✱ $❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛
❧✐❡% ❛❜♦✈❡ $❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ❢♦! δ ∈ (
(
sσ−1fE+fL
sσ−1(fL+fE)
) 1
σ−1
, 1
s
((
fE
f
)
+ 1
) 1
σ−1
)✱
$❤❡!❡ ❛!❡ $❤!❡❡ ❞✐%$✐♥❝$ ❝✉$♦✛%✿ ❛ ♣!♦❞✉❝$ ♠❛!❦❡$ ❝✉$♦✛✱ ❛♥ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛ ❛♥❞ ❛ ❧♦❜❜②
❝✉$♦✛✳ ◆♦$❡ $❤❛$ $❤✐% ✐♥$❡!✈❛❧ ✐% ♥♦♥✲❡♠♣$②✱ ✐❢ f < fL+fE
(sσ−1−1)
.
❍♦✇❡✈❡!✱ ❢♦! δ = δ $❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐$② ❝✉$♦✛ ❛♥❞ ❛ ❧♦❜❜② ❝✉$♦✛ ❛!❡ $❤❡ %❛♠❡ ❛♥❞ ❢♦! δ < δ✱
✺✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❋❖❘ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❲■❚❍ ❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❋■❘▼❙
 ❤❡#❡ ✐% ❛ %✐♥❣❧❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐ ② ❝✉ ♦✛ ❞❡✜♥❡❞ ❜②πs(ϕ
∗
L,old) = π(ϕ
∗
L,old)✿
ϕ∗L,old = (
σ
σ − 1
)
(
fL + fE
(sσ−1 − 1)
σ
y
P 1−σs,high
) 1
σ−1
.
❉❡♥♦ ❡ fs = fL + fE✱  ♦ %❡❡  ❤❛ ϕ
∗
L,old ✐% ✐❞❡♥ ✐❝❛❧  ♦  ❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐ ② ❝✉ ♦✛ ✐♥
 ❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡#✳ ■❢ δ ✐% ❧♦✇✱  ❤❡♥  ❤❡ %✉❜%✐❞② ✐% ✈❡#② ✜#♠✲%♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②  ❛#❣❡ ❛❜❧❡✱
%✉❝❤  ❤❛ %♣✐❧❧♦✈❡#% ❢#♦♠ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛#❡ %♠❛❧❧✳ ❚❤❡#❡ ❞♦❡% ❛❧✇❛②% ❡①✐% % ❛ δ ∈ [1
s
, 1]
❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✜#♠%  ❤❛ #❡❝❡✐✈❡  ❤❡ %✉❜%✐❞② ❛#❡ ❛❧%♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ■♥  ❤✐% ❝❛%❡ ✇❡ ❣❡ 
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✭✹✲❞✐❣✐"& ◆❆■❈❙✮ ❛♥❞ ❝♦♥"$♦❧❧✐♥❣ ❢♦$ ②❡❛$ ✜①❡❞ ❡✛❡❝"& ❛♥❞ ✜$♠ &✐③❡✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜$♠&
❛$❡ ♠✉❝❤ ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② "♦ ❜❡ &✉❜&✐❞✐③❡❞✳ ■♥ ♣❛$"✐❝✉❧❛$✱ ❝♦♠♣❛$✐♥❣ "❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝" ♦❢
❧♦❜❜②✐♥❣ "♦ "❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐"✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ "♦ $❡❝❡✐✈❡ &✉❜&✐❞✐❡&✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜$♠& ❛$❡ ✉♣ "♦
✷✵✵✪ ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② "♦ $❡❝❡✐✈❡ &✉❜&✐❞✐❡&✳
✽
❲❤✐❧❡ "❤❡ ❡&"✐♠❛"❡❞ ♠❛$❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝"& ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥ "❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ "♦ $❡❝❡✐✈❡ &✉❜&✐❞✐❡&
❛$❡ ❛❧❧ ❤✐❣❤❧② &✐❣♥✐✜❝❛♥"✱ ♦♥❡ ♠❛② &"✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❞♦✉❜" ❛❜♦✉" "❤❡ ❡①✐&"❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛✉&❛❧ ❡✛❡❝"✳
❲❤✐❧❡ ✐" ✐& ✐♠♣♦&&✐❜❧❡ "♦ ♦❜&❡$✈❡ ✐♥ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛"❛ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❧♦❜❜② ❡✛♦$" ✇❛& ♣✉"
&♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥"♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦$ &✉❜&✐❞✐❡&✱ ■ ♦❜&❡$✈❡ ❜♦"❤ "❤❡ ❛❣❡♥❝② "❤❛" ❢✉♥❞& ❛ ♣❛$"✐❝✉❧❛$
❢❡❞❡$❛❧ ❣$❛♥" ❛♥❞ "❤❡ ❛❣❡♥❝✐❡& ❛ ✜$♠ ❧♦❜❜✐❡❞✳ ■♥ ♦$❞❡$ "♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❛✉&❛❧ $❡❧❛"✐♦♥&❤✐♣
♠♦$❡ ♣❧❛✉&✐❜❧❡ ❛♥❞ "♦ &"$❡♥❣"❤❡♥ ♠② ✜♥❞✐♥❣&✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ "❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ $❡❝❡✐✈✐♥❣
❢❡❞❡$❛❧ ❣$❛♥"& ❛" "❤❡ ✜$♠✲②❡❛$✲❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧ ✕ "❤❡ ❤✐❣❤❡&" ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐&❛❣❣$❡❣❛"✐♦♥ ✐♥ ♠②
❞❛"❛✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ■ ❝❛♥ &❤♦✇ "❤❛" ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛$"✐❝✉❧❛$ ❢❡❞❡$❛❧ ❛❣❡♥❝② &✐❣♥✐✜❝❛♥"❧② ✐♥❝$❡❛&❡&
"❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ $❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❣$❛♥" ❢$♦♠ ❡①❛❝"❧② "❤❡ &❛♠❡ ❛❣❡♥❝②✳ ■♥ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥ "♦ "❤❡
♠❛$❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ "❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛$"✐❝✉❧❛$ ❢❡❞❡$❛❧
❛❣❡♥❝② ✐& ❜② ❛♥ ♦$❞❡$ ♦❢ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ❧❛$❣❡$✳
❉✐&❡♥"❛♥❣❧✐♥❣ "❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ $❡❝❡✐✈✐♥❣ &✉❜&✐❞✐❡& ✇✐"❤ $❡&♣❡❝" "♦ ❛ ✜$♠✬& ❧♦❜❜② &"❛✲
"✉&✱ ■ ✜♥❞ "❤❛" ❝♦♥"✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜$♠& ❛$❡ ♠✉❝❤ ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② "♦ ❜❡ &✉❜&✐❞✐③❡❞ "❤❛♥
❜♦"❤ ❧♦❜❜② &"❛$"❡$& ❛♥❞ ❧♦❜❜② &"♦♣♣❡$&✱ ❛♥❞ "❤❛" "❤❡ ❧❛""❡$ "✇♦ ❣$♦✉♣& ❛$❡ ❛❧&♦ &✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥"❧② ♠♦$❡ ❧✐❦❡❧② "♦ ❜❡ &✉❜&✐❞✐③❡❞ "❤❛♥ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜$♠&✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ "❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧
❡✛❡❝" ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐& ❞$✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥"✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜$♠&✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥ "♦ "❤❡&❡
✜$♠&✱ &"❛$"✐♥❣ "♦ ❧♦❜❜② ✐& ♥♦" ❛&&♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ ❛♥ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✐♥❝$❡❛&❡ ✐♥ "❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
$❡❝❡✐✈✐♥❣ &✉❜&✐❞✐❡&✳
❆ "❤✐$❞ ❝♦♥"$✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ "❤✐& ♣❛♣❡$ ✐& "♦ H✉❛♥"✐❢② ✜$♠✲&♣❡❝✐✜❝ $❡"✉$♥& "♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥
✽
■ ♣❡#❢♦#♠ '❡✈❡#❛❧ #♦❜✉'-♥❡'' ❝❤❡❝❦' ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✷✳ ❊'-✐♠❛-✐♥❣ ❛ ;#♦❜✐- ♠♦❞❡❧ ✭✐♥'-❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛#
♣#♦❜❛❜✐❧✐-② ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥-❡#❛❝-✐♦♥ -❡#♠' ❞♦❡' ♥♦- ❝❤❛♥❣❡ -❤❡ #❡'✉❧-' ?✉❛❧✐-❛-✐✈❡❧②✳
✸✳✷✳ ❉❆❚❆ ✻✶
 ❡"♠$ ♦❢ $✉❜$✐❞✐❡$✳
✾
❈♦♥ "♦❧❧✐♥❣ ❢♦" ✜"♠ $✐③❡✱ ✐♥❞✉$ "② ❛♥❞ ②❡❛" ✜①❡❞ ❡✛❡❝ $✱ ■ ✜♥❞  ❤❛ 
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠$ "❡❝❡✐✈❡ ♦♥ ❛✈❡"❛❣❡ ❜❡ ✇❡❡♥ 24% ❛♥❞ 51% ♠♦"❡ ✐♥ $✉❜$✐❞② ♣❛②♠❡♥ $✳
❘❡ ✉"♥$ ♦♥ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐ ✉"❡$ ❛"❡ ❛❧$♦ $✉❜$ ❛♥ ✐❛❧✳ ❖✈❡"❛❧❧✱ ♦♥❡ ❯❙✲❞♦❧❧❛" ♠♦"❡ ✐♥ ❛
✜"♠✬$ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥$❡$ ✐♥❝"❡❛$❡$  ❤❡ ❛♠♦✉♥ ♦❢ "❡❝❡✐✈❡❞ $✉❜$✐❞✐❡$ ❜② ✉♣  ♦ 9.65 ❯❙✲
❞♦❧❧❛"$✱ ♦" ✐♥ ♦ ❤❡" ✇♦"❞$✱ ②✐❡❧❞$ ❛ "❡ ✉"♥ ♦♥ ✐♥✈❡$ ♠❡♥ ♦❢ 865%✳ ❆ ✜"$ ❣❧❛♥❝❡✱  ❤✐$
♥✉♠❜❡" ♠❛② $❡❡♠  ♦♦ ❤✐❣❤✱ ❜✉ ✐♥ ❝♦♠♣❛"✐$♦♥  ♦ ♣"❡✈✐♦✉$ ✜♥❞✐♥❣$ ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡"❛ ✉"❡ ✐ 
✐$ ♥♦ ✳ ❋♦" ✐♥$ ❛♥❝❡✱ ✉$✐♥❣ ❛  ❛① ❧❛✇ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ "❡♣❛ "✐❛ ❡❞ ❡❛"♥✐♥❣$✱ ❆❧❡①❛♥❞❡" ❡ ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ ❡$ ✐♠❛ ❡ "❡ ✉"♥$ ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐ ✉"❡$ ♦❢ ❛❜♦✉ 22, 000%✳✶✵ ❇② ✉$✐♥❣  ❤✐$
$♣❡❝✐✜❝ ✈❛"✐❛ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡  ❛① ❝♦❞❡✱  ❤❡ "❡$❡❛"❝❤ ❞❡$✐❣♥ ✐♥ ❆❧❡①❛♥❞❡" ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ $✉✛❡"$
❢"♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛"❛❜❧② $♠❛❧❧ $❛♠♣❧❡ $✐③❡ ♦❢ ❥✉$ ✾✸ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠$✳ ■♥ ❝♦♥ "❛$ ✱ "❡$✉❧ $ ✐♥
♠② ♣❛♣❡" "❡❧② ♦♥ ✶✷ ②❡❛"$ ♦❢ ✐♥❢♦"♠❛ ✐♦♥✱ ✐❞❡♥ ✐❢②✐♥❣ 13, 693 ♦❜$❡"✈❛ ✐♦♥$  ❤❛ ❧♦❜❜②
❛♥❞ 11, 994 ♦❜$❡"✈❛ ✐♦♥  ❤❛ "❡❝❡✐✈❡ $✉❜$✐❞✐❡$✳
❚♦ $✉♠♠❛"✐③❡✱ ♠② ✜♥❞✐♥❣$ $✉❣❣❡$  ❤❛ ✜"♠$ ✇✐ ❤ ❜❡  ❡" ✜"♠ ❝❤❛"❛❝ ❡"✐$ ✐❝$ $❡❧❢✲
$❡❧❡❝ ✐♥ ♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✱  ❤❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛$ ❛ $ ❛ ✐$ ✐❝❛❧❧② $✐❣♥✐✜❝❛♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② "❡❧❡✲
✈❛♥ ♣♦$✐ ✐✈❡ ❡✛❡❝ ♦♥  ❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞  ♦ "❡❝❡✐✈❡ $✉❜$✐❞✐❡$✱ ❛♥❞  ❤❛ "❡ ✉"♥$  ♦ ❧♦❜❜②✐♥❣
✐♥  ❡"♠$ ♦❢ $✉❜$✐❞✐❡$ ❛"❡ ❤✉❣❡✳
❚❤✐$ ♣❛♣❡" ✐$ ♦"❣❛♥✐③❡❞ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✳ ■♥ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✷ ■ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡"✈✐❡✇ ♦❢  ❤❡ ❞❛ ❛ ❛♥❞
❞❡$❝"✐❜❡ ❤♦✇ ■ ❡$ ✐♠❛ ❡ ❚❋P ❛  ❤❡ ✜"♠ ❧❡✈❡❧✳ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❛❧②③❡$  ❤❡ ♣"❡♠✐✉♠ ✐♥
✜"♠ ❝❤❛"❛❝ ❡"✐$ ✐❝$ ❢♦" ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠$ ❛♥❞ ❢♦" $✉❜$✐❞✐③❡❞ ✜"♠$✳ ■♥ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✹✱ ■ $ ✉❞②
 ❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡ ✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞  ❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ "❡❝❡✐✈✐♥❣ $✉❜$✐❞✐❡$✳ ■♥ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✺✱ ■
♣"♦✈✐❞❡ ❡$ ✐♠❛ ❡$ ❢♦"  ❤❡ "❡ ✉"♥$  ♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥  ❡"♠$ ♦❢ "❡❝❡✐✈❡❞ $✉❜$✐❞✐❡$✳ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✻
❝♦♥❝❧✉❞❡$✳
✸✳✷ ❉❛%❛
✸✳✷✳✶ ❉❛&❛ '♦✉*❝❡'
■ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ✈❛"✐❡ ② ♦❢ ❞✐✛❡"❡♥ ❞❛ ❛ $♦✉"❝❡$  ♦ ❝"❡❛ ❡ ❛ "✐❝❤ ♣❛♥❡❧ ❞❛ ❛ $❡ ❧✐♥❦✐♥❣
✜"♠ ❝❤❛"❛❝ ❡"✐$ ✐❝$  ♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛ ❛ ❛♥❞  ♦ $✉❜$✐❞② ❞❛ ❛ ❛  ❤❡ ✜"♠ ❧❡✈❡❧✳
❈♦♠♣✉%&❛&✳ ❋♦" ❛❧❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡$  ❤❛ ❛"❡ ♣✉❜❧✐❝❧②  "❛❞❡❞ ✐♥  ❤❡ ❯❙✱ ❙ ❛♥❞❛"❞✫P♦♦"✬$
❈♦♠♣✉%&❛& ◆♦)&❤ ❆♠❡)✐❝❛ ❞❛ ❛❜❛$❡ ♣"♦✈✐❞❡$ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥❢♦"♠❛ ✐♦♥ ♦♥ ✜"♠ ❝❤❛"❛❝ ❡"✐$ ✐❝$
✭❡✳❣✳✱ $❛❧❡$✱ ❡♠♣❧♦②❡❡$✱ ✐♥❞✉$ "② ✐❞❡♥ ✐✜❡"✱ ❝♦♠♣❛♥② ♥❛♠❡✮✳
✶✶
❆$ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ $❤♦✇$✱ ❢♦"  ❤❡
♣❡"✐♦❞ ✶✾✾✾✲✷✵✶✵✱  ❤❡ ❈♦♠♣✉$ ❛ $❛♠♣❧❡ ✐$ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛♥❡❧  ❤❛ ❝♦♥ ❛✐♥$ ✶✻✱✸✶✺
✉♥✐U✉❡ ✜"♠ ❡♥ "✐❡$✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞ ✉♣  ♦ ✶✵✼✱✽✽✼ ✜"♠✲②❡❛" ♦❜$❡"✈❛ ✐♦♥$✳ ❈♦♠♣✉$ ❛ ❞♦❡$
♥♦ ❝♦♥ ❛✐♥ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦"♠❛ ✐♦♥ ♦♥ ✜"♠$✬ "❡❝❡✐✈❡❞ $✉❜$✐❞✐❡$✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✾
▼❡❛#✉%✐♥❣ %❡)✉%♥# )♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥❧② ♥ )❡%♠# ♦❢ #✉❜#✐❞✐❡# ✉♥❞❡%#)❛)❡# )❤❡ )%✉❡ ❜❡♥❡✜)# ❢%♦♠ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ #✉❝❤
)❤❛) ♠② %❡#✉❧)# #❤♦✉❧❞ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❧♦✇❡% ❜♦✉♥❞# ♦♥ )❤❡ )%✉❡ %❡)✉%♥# )♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✶✵
❊✈❡♥ ❤✐❣❤❡% ❡#)✐♠❛)❡# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣%❡## ❛%)✐❝❧❡#✳ ❈♦♠♣❛%✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐)✉%❡# ❜② ▲♦❝❦❤❡❡❞
▼❛%)✐♥ #✐♥❝❡ ✶✾✾✾ ✭✩✺✺ ♠✐❧❧✐♦♥✮ )♦ ✐)# ❞❡❢❡♥#❡ ❝♦♥)%❛❝)# ✭✩✾✵ ❜✐❧❧✐♦♥✮✱ ❋♦%)✉♥❡ ▼❛❣❛③✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮ ❝❛❧❝✉❧❛)❡#
❛ %❡)✉%♥ ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦❢ 163, 536%✳ ❙✐♠✐❧❛%❧②✱ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ )♦ ❋♦%)✉♥❡ ▼❛❣❛③✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮ ❇♦❡✐♥❣✬# %❡)✉%♥ ♦♥
❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐)✉%❡# ✇❛# 142, 000% ✐♥ )❤❡ #❛♠❡ ♣❡%✐♦❞✳
✶✶
■ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❈♦♠♣✉#)❛) ❞❛)❛ ❢%♦♠ ❲❤❛%)♦♥ ❘❡#❡❛%❝❤ ❉❛)❛ ❙❡%✈✐❝❡# ✭❲❘❉❙✮✱ ✇%❞#✲✇❡❜✳✇❤❛%)♦♥✳✉♣❡♥♥✳❡❞✉✳
❈♦♠♣✉#)❛) ◆♦%)❤ ❆♠❡%✐❝❛ ❝♦♥)❛✐♥# ♠♦%❡ )❤❛♥ ✸✵✵ ❛♥♥✉❛❧ ✐)❡♠#✱ )❛❦❡♥ ❢%♦♠ ✜%♠#✬ ■♥❝♦♠❡ ❙)❛)❡♠❡♥)✱
❇❛❧❛♥❝❡ ❙❤❡❡)✱ ❙)❛)❡♠❡♥) ♦❢ ❈❛#❤ ❋❧♦✇#✱ ❛♥❞ #✉♣♣❧❡♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛✳
✻✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
✐♥ ❈♦♠♣✉'(❛( *❡❧❛(❡❞ (♦ '✉❜'✐❞✐❡' ✐' ■♥✈❡$%♠❡♥% ❚❛① ❈+❡❞✐%$ ✭■❚❈✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡' ✏✳✳✳
%❤❡ ❛♠♦+%✐③❡❞ ♣♦+%✐♦♥ ♦❢ %❛① $❛✈✐♥❣$ ✭❜+♦✉❣❤% ❛❜♦✉% ❜② %❤❡ ♣✉+❝❤❛$❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡+② ❛♥❞
❡;✉✐♣♠❡♥%✱ ❛♥❞✴♦+ %❤❡ ❝+❡❛%✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❥♦❜$✮ %❤❛% +❡❞✉❝❡$ %❤❡ ❝✉++❡♥% ②❡❛+✬$ %❛① ❧✐❛❜✐❧✐%②✳✑
✭❙(❛♥❞❛*❞ ❛♥❞ 8♦♦*✬'✱ ✷✵✵✹✱ ♣✳ ✷✺✻✮✳ ❆' (❤❡ ❞❡(❛✐❧❡❞ ❧✐'( ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✾ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳❈ '❤♦✇'✱ (❤❡ ■❚❈ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡' ❛ ✇✐❞❡ *❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥( (❛① ❝*❡❞✐( ♣*♦❣*❛♠'
✭❡✳❣✳✱ ❘✫❉ (❛① ❝*❡❞✐('✱ ❡♥❡*❣② (❛① ❝*❡❞✐('✱ ♥❡✇ ❥♦❜ (❛① ❝*❡❞✐('✮✳ ❲✐(❤✐♥ ♠② ❈♦♠♣✉'(❛(
'❛♠♣❧❡✱ ✻✱✾✼✽ ✜*♠✲②❡❛* ♦❜'❡*✈❛(✐♦♥' ✭✶✱✾✷✻ ✉♥✐S✉❡ ✜*♠'✮ ♠❛❦❡ ✉'❡ ♦❢ ■❚❈ ✐♥ (❤❡ ♣❡*✐♦❞
✶✾✾✾✲✷✵✶✵✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❈ ❢♦* ❢✉*(❤❡* ❞❡(❛✐❧' ♦♥ (❤❡ ❈♦♠♣✉'(❛( '❛♠♣❧❡✳
▲♦❜❜②✐♥❣✳ ❉✉❡ (♦ (❤❡ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐'❝❧♦'✉*❡ ❆❝( ♦❢ ✶✾✾✺ ✭▲❉❆✮✱ ❯❙ ❧♦❜❜②✐'('
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❛*❡
*❡S✉✐*❡❞ (♦ *❡♣♦*( (❤❡✐* ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝(✐✈✐(✐❡' ✐♥ ❣*❡❛( ❞❡(❛✐❧ (♦ (❤❡ ❙❡♥❛(❡ ❖✣❝❡ ♦❢ 8✉❜✲
❧✐❝ ❘❡❝♦*❞' ✭❙❖8❘✮✳
✶✸
▼♦'( ✐♠♣♦*(❛♥(❧②✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ *❡♣♦*(' ❝♦♥(❛✐♥ ✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥ ❛❜♦✉(
❧♦❜❜②✐♥❣ ✐''✉❡'
✶✹
✱ (❤❡ ❛♠♦✉♥( ♦❢ ♣❛②♠❡♥(' ❛ *❡❣✐'(❡*❡❞ ❧♦❜❜②✐'( *❡❝❡✐✈❡❞ ❢*♦♠ ❛ ♣❛*(✐❝✲
✉❧❛* ❝❧✐❡♥(
✶✺
✱ ❛♥❞ (❤❡ ❢❡❞❡*❛❧ ❛❣❡♥❝② (❤❛( ✇❛' ❧♦❜❜✐❡❞✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦* ❝♦♥'✐'(❡♥❝② ♦❢ (❤❡
*❡♣♦*(❡❞ ❞❛(❛✱ ❙❖8❘ ❝♦♠♣❛*❡' ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐(✉*❡' ♦❢ ❝❧✐❡♥(' ❛♥❞ ❧♦❜❜② *❡✈❡♥✉❡' ♦❢
❧♦❜❜②✐'('✳ ❇❡❝❛✉'❡ ♦❢ (❤✐'✱ ❛♥❞ ❞✉❡ (❤❡ ♠❛♥❞❛(♦*② *❡♣♦*(✐♥❣ *❡S✉✐*❡♠❡♥('✱ ❯❙ ❧♦❜❜②✐♥❣
❞❛(❛ ❛*❡ (❤❡ ♠♦'( ❝♦♠♣*❡❤❡♥'✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥'✐'(❡♥( ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛(❛ ✇♦*❧❞✇✐❞❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳❊✳✶ ❝♦♥(❛✐♥' (✇♦ ❡①(*❛❝(' ♦❢ ❛ ❧♦❜❜② *❡❣✐'(*❛(✐♦♥ *❡♣♦*( ❛♥❞ ❛ S✉❛*(❡*❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝(✐✈✲
✐(② *❡♣♦*(✱ *❡❝❡♣(✐✈❡❧②✱ '❤♦✇✐♥❣ (❤❡ ❝♦♠♣*❡❤❡♥'✐✈❡♥❡'' ♦❢ ❯❙ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞✐'❝❧♦'✉*❡✳ ❚❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛(❛ ■ ✉'❡ '(❛*( ✐♥ ✶✾✾✾ ❛♥❞ ❛*❡ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② (❤❡ ❈❡♥(❡* ❢♦* ❘❡'♣♦♥'✐✈❡ 8♦❧✲
✐(✐❝' ✭❈❘8✮✱ ❛ ♥♦♥✲♣*♦✜( ♦*❣❛♥✐③❛(✐♦♥ ❜❛'❡❞ ✐♥ ❲❛'❤✐♥❣(♦♥ ❉❈✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛♥' (❤❡ *❛✇
❙❖8❘ ❞❛(❛✱ ❛❞❞' ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐'❤❡' (❤❡ ❞❛(❛ ♦♥ ✐(' ✇❡❜'✐(❡✱ ♦♣❡♥'❡✲
❝*❡('✳♦*❣✳
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❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❊✳✶ ❢♦* ❢✉*(❤❡* ❞❡(❛✐❧' ♦♥ (❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛(❛ ❛♥❞ ❢♦* ✈❛*✐❛❜❧❡
❞❡'❝*✐♣(✐♦♥' ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❘8✳
✶✼
❙✉❜*✐❞②✲❚.❛❝❦❡.✳ ❋✐*♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛(❛ ♦♥ '✉❜'✐❞✐❡' ❛*❡ '(✐❧❧ *❛*❡✳ ❘❡❝❡♥(❧②✱ ●♦♦❞ ❏♦❜$
❋✐+$% ❛ ❲❛'❤✐♥❣(♦♥ ❉✳❈✳ ❜❛'❡❞ (❤✐♥❦✲(❛♥❦✱ '(❛*(❡❞ (♦ ❝♦❧❧❡❝( ✜*♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛(❛ ❢♦* ❛ ✇✐❞❡
✶✷
■♥ ✐#$ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐$❝❧♦$✉.❡ ❆❝# ●✉✐❞❛♥❝❡✱ #❤❡ ❙❡♥❛#❡ ❖✣❝❡ ♦❢ :✉❜❧✐❝ ❘❡❝♦.❞$ ❞❡✜♥❡$ ❛ ❧♦❜❜②✐$# ❛$✿ ✏❆♥②
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✶✮ ✇❤♦ ✐0 ❡✐2❤❡3 ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦3 3❡2❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧✐❡♥2 ❢♦3 ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦3 ♦2❤❡3 ❝♦♠♣❡♥0❛2✐♦♥ ✭✷✮ ✇❤♦0❡
0❡3✈✐❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦3❡ 2❤❛♥ ♦♥❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❝♦♥23❛❝20❀ ❛♥❞ ✭✸✮ ✇❤♦0❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝2✐✈✐2✐❡0 ❝♦♥02✐2✉2❡ ✷✵ ♣❡3❝❡♥2 ♦3
♠♦3❡ ♦❢ ❤✐0 ♦3 ❤❡3 0❡3✈✐❝❡0✬ 2✐♠❡ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ 2❤❛2 ❝❧✐❡♥2 ❞✉3✐♥❣ ❛♥② 2❤3❡❡✲♠♦♥2❤ ♣❡3✐♦❞✳✑ ✭❚❤❡ ❙❡♥❛#❡ ❖✣❝❡
♦❢ :✉❜❧✐❝ ❘❡❝♦.❞$✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✹✮✳
✶✸
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✷✹
❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳● ♣%♦✈✐❞❡# ❢✉%+❤❡% ❞❡+❛✐❧# ♦♥ ♠❛+❝❤✐♥❣ ❢❡❞❡%❛❧ ❣%❛♥+# ❞❛+❛ +♦ ❈♦♠♣✉#+❛+✳
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❋✐"♠ ❝❤❛"❛❝'❡"✐)'✐❝)
❙❛❧❡& ✐♥ ✩♠ ✶✵✼✽✸✾ ✷✵✾✷✳✸✼ ✶✷✷✳✸✸ ✾✽✵✺✳✽✼
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✭❛❧❧ -✉❜-✐❞✐❡-✮✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐- ❖♣❡(❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦(❡ ❉❡♣(❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦( ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐-
8(♦♣❡("②✱ 8❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡-&♠❡♥& ✐- ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉(❡$✳
❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✿ ▲♦❜❜② ❡♥'$② ❛♥❞ ❡①✐'✱ ✶✾✾✾✲✷✵✶✵ ❋✐❣✉-❡ ✸✳✷✿ ◆✉♠❜❡$ ♦❢ &✉❜&✐❞✐③❡❞ ✜$♠&✱ ✶✾✾✾✲✷✵✶✵
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✜,♠ ❛,❡ ✻✶✵✳✵✵✵ ❯❙✲❞♦❧❧❛,✳ ■♥ 1♦1❛❧✱ 1❤✐2 ♥✉♠❜❡, 1,❛♥2❧❛1❡2 ✐♥1♦ ❛♥♥✉❛❧ ❛✈❡,❛❣❡ ❧♦❜❜②
❡①♣❡♥❞✐1✉,❡2 ♦❢ ♠♦,❡ 1❤❛♥ ✻✾✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❯❙✲❞♦❧❧❛,✳ ❚❤✉2✱ ❡①♣,❡22❡❞ ✐♥ ♣❡,✲✜,♠ ✈❛❧✉❡2 ❛2
✇❡❧❧ ❛2 ✐♥ 1♦1❛❧ ❛♥♥✉❛❧ ❛✈❡,❛❣❡2✱ ♠② ❞❛1❛ 2❡1 ❝♦✈❡,2 ❛ 2✉❜21❛♥1✐❛❧ ❛♠♦✉♥1 ♦❢ 2✉❜2✐❞✐❡2
❛♥❞ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐1✉,❡2✳
❋✐❣✉,❡ ✸✳✶ ❞✐2♣❧❛②2 1❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✜,♠2 ♣❛,1✐❝✐♣❛1✐♥❣ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❜❜② ❡♥1,②✴❡①✐1
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❇❡❢♦$❡ ✐♥✈❡()✐❣❛)✐♥❣ )❤❡ $❡❧❛)✐♦♥(❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ $❡❝❡✐✈✐♥❣ (✉❜(✐❞✐❡( ❛♥❞ ✜$♠
♣$♦❞✉❝)✐✈✐)②✱ ✐) ✐( ✐♠♣♦$)❛♥) )♦ ❣❡) $❡❧✐❛❜❧❡ ❡()✐♠❛)❡( ♦❢ ✜$♠ ❚❋:✳
✷✻
❚♦ ♦❜)❛✐♥ )✐♠❡✲
✈❛$②✐♥❣ ❚❋: ❛) )❤❡ ✜$♠ ❧❡✈❡❧✱ )❤❡ ♣❛♥❡❧ ()$✉❝)✉$❡ ♦❢ ♠② ❞❛)❛ ❛❧❧♦✇( ♠❡ )♦ $❡❧② ♦♥ )❤❡
(❡♠✐✲♣❛$❛♠❡)$✐❝ ❡()✐♠❛)✐♦♥ )❡❝❤♥✐=✉❡( ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ :❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮✳
✷✼
❚❤❡ ❖❧❧❡②
❛♥❞ :❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♦❢ ❡()✐♠❛)✐♥❣ ♣$♦❞✉❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥( ✐♠♣$♦✈❡( ❖▲❙ ❡()✐♠❛)✐♦♥
✐♥ )✇♦ ✐♠♣♦$)❛♥) ❞✐♠❡♥(✐♦♥(✳ ❋✐$()✱ ❖▲❙ ❡()✐♠❛)❡( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐❛(❡❞ ❞✉❡ )♦ (✐♠✉❧)❛♥❡✐)②
♦❢ ✐♥♣✉) ❝❤♦✐❝❡(✳ ❱❛$✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉)( ✭❧❛❜♦$✮ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♣♦(✐)✐✈❡❧② ♦♥ ❝✉$$❡♥) ♣❡$✐♦❞✬(
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❛❧(♦ ❜❡ ❜✐❛(❡❞ ❞✉❡ )♦ (❡❧❢✲(❡❧❡❝)✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✜$♠ ❡①✐)✳ ❆ ✜$♠✬( ♣$♦❞✉❝)✐✈✐)② ❛♥❞ ✐)(
❝❛♣✐)❛❧ ()♦❝❦ ❛$❡ ❧✐❦❡❧② )♦ ❜❡ ♥❡❣❛)✐✈❡❧② ❝♦$$❡❧❛)❡❞✱ ❜❡❝❛✉(❡ ✜$♠( ✇✐)❤ ❧♦✇ ❝❛♣✐)❛❧ ()♦❝❦
❡①✐) )❤❡ ♠❛$❦❡) ❡✈❡♥ ✇✐)❤ ❤✐❣❤ ♣$♦❞✉❝)✐✈✐)② (❤♦❝❦(✳ ❚❤✐( ❧❡❛❞( )♦ ❛ ❞♦✇♥✇❛$❞ ❜✐❛( ✐♥
)❤❡ ❖▲❙ ❡()✐♠❛)❡ ♦❢ )❤❡ ❝❛♣✐)❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥)✳ ❖❧❧❡② ❛♥❞ :❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮ ❛❝❝♦✉♥)❡❞ ❢♦$ )❤✐(
(❡❧❡❝)✐♦♥ ❜✐❛( ❜② ❡①♣❧✐❝✐)❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ❡①✐) $✉❧❡✳ ❆( ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ (❤♦✇(✱ ✜$♠ ❡♥)$② ❛♥❞
❡①✐) $❛)❡( ✐♥ ❈♦♠♣✉()❛) ❛$❡ =✉✐)❡ (✉❜()❛♥)✐❛❧✳
✷✽
❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ )❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ :❛❦❡(
✭✶✾✾✻✮ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐( ✐♠♣♦$)❛♥) ❢♦$ ❛ $❡❧✐❛❜❧❡ ❡()✐♠❛)✐♦♥ ♦❢ ❚❋: ✐♥ ♠② ❞❛)❛✳
✷✾
●✐✈❡♥ ❛
♣❛$)✐❝✉❧❛$ ✐♥❞✉()$②✱ ❧❡) yit✱ lit ❛♥❞ kit ❞❡♥♦)❡ ❧♦❣ ✈❛❧✉❡( ♦❢ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ ❧❛❜♦$ ❛♥❞ ❝❛♣✐)❛❧
✐♥♣✉)( ♦❢ ✜$♠ i ❛) )✐♠❡ t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛( ♣$♦❞✉❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥✱ ❛ ✜$♠✬( )♦)❛❧
❢❛❝)♦$ ♣$♦❞✉❝)✐✈✐)② ✐♥ ❧♦❣ ✈❛❧✉❡( ✐(
TFPit = yit − βˆl · lit − βˆk · kit,
✇❤❡$❡ βˆl ❛♥❞ βˆk ❛$❡ )❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)( ❢♦$ ❝❛♣✐)❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦$✱ ❡()✐♠❛)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞
:❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮ ♣$♦❝❡❞✉$❡✳ ▼② $❡(✉❧)( ❛$❡ $♦❜✉() )♦ ✉(✐♥❣ )❤❡ ▲❡✈✐♥(♦❤♥ ❛♥❞ :❡)$✐♥ ✭✷✵✵✸✮
❛♣♣$♦❛❝❤✱ ✇❤❡$❡ ✐♥)❡$♠❡❞✐❛)❡ ✐♥♣✉)( ✭✐♥()❡❛❞ ♦❢ ✐♥✈❡()♠❡♥)✮ ❛$❡ ✉(❡❞ ❛( ♣$♦①② ✈❛$✐❛❜❧❡✳
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇✱ ■ $❡♣♦$) ❡()✐♠❛)❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥)( ❢♦$ ❛ ✷✲❞✐❣✐) ◆❆■❈❙ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛(
♣$♦❞✉❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❢♦$ ❜♦)❤ )❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ :❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮ ♠❡)❤♦❞ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✹✼✮ ❛♥❞ )❤❡
▲❡✈✐♥(♦❤♥ ❛♥❞ :❡)$✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ♠❡)❤♦❞ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✹✽✮✳ ❆( )❤❡ (❝❛))❡$ ♣❧♦) ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇ (❤♦✇(✱ ❚❋: ❡()✐♠❛)❡( ♦❢ ❜♦)❤ ♠❡)❤♦❞( ❛$❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦$$❡❧❛)❡❞ (ρ = 0.93)✳
❆❝❦❡$❜❡$❣ ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ )❤♦$♦✉❣❤ ❝$✐)✐=✉❡ ♦❢ ❜♦)❤ ❛♣♣$♦❛❝❤❡( ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤)
❝♦❧❧✐♥❡❛$✐)② ♣$♦❜❧❡♠(✱ ✐♥ ♣❛$)✐❝✉❧❛$ ❢♦$ )❤❡ ▲❡✈✐♥(♦❤♥ ❛♥❞ :❡)$✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ♠❡)❤♦❞♦❧♦❣②✳
❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ )♦ ✉(❡ ❚❋: ❢$♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ :❛❦❡( ✭✶✾✾✻✮ ❡()✐♠❛)✐♦♥✳ ❋♦$ ♠♦$❡
✷✻
❆❧"❡$♥❛"✐✈❡❧② "♦ ❡+"✐♠❛"✐♥❣ ❚❋0✱ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ♣❡$ ✇♦$❦❡$ ✭♦$ +❛❧❡+ ♣❡$ ✇♦$❦❡$✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉+❡❞ ❛+ ❛ ♣$♦①② ❢♦$
✭❧❛❜♦$✮ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"②✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ "❤❡+❡ ♠❡❛+✉$❡+ ♦❢ ✜$♠ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"② ♠❛② ❜❡ ❧❡++ $❡❧✐❛❜❧❡ "❤❛♥ ❚❋0✱ ❜❡❝❛✉+❡
"❤❡② ♥❡❣❧❡❝" "❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦"❤❡$ ✐♥♣✉"+ ✭❡✳❣✳✱ ❝❛♣✐"❛❧✮ ♦♥ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"②✳ ❙❡❡ ❙②✈❡$+♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦$ ❛ +✉$✈❡②
♦♥ "❤❡ ❞❡"❡$♠✐♥❛♥"+ ♦❢ ✜$♠✲❧❡✈❡❧ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"② ❞✐✛❡$❡♥❝❡+ ❛♥❞ ❢♦$ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥+ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥" ✜$♠ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"②
♠❡❛+✉$❡+✳
✷✼
❙❡❡ ❑❡❧❧❡$ ❛♥❞ ❨❡❛♣❧❡ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦$ ❛ +"✉❞② ❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ 0❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮ ❡+"✐♠❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❈♦♠♣✉+"❛"
❞❛"❛✳ ■ ✉+❡ "❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦♣"❡❣✱ "❤❛" ✐♠♣❧❡♠❡♥"+ "❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ 0❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮ ♠❡"❤♦❞ ✐♥ ❙"❛"❛ ✭❨❛+❛$ ❡" ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✳
✷✽
❋✐$♠+ ♥♦" ❧♦♥❣❡$ ♦❜+❡$✈❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉+"❛" ❛$❡ ♥♦" ❧♦♥❣❡$ ♣✉❜❧✐❝❧② "$❛❞❡❞ ❜✉" ♠❛② +"✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❜✉+✐♥❡++✳
✷✾
❚♦ ❛♣♣❧② +"❛♥❞❛$❞ ❖❧❧❡② ❛♥❞ 0❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮ ♠❡"❤♦❞+✱ ■ ✐♠♣❧✐❝✐"❧② "$❡❛" ❚❋0 ❛+ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ❢$♦♠
❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❙❡❡ ❉❡ ▲♦❡❝❦❡$ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦$ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠♦$❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❡$+✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ 0❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮
❢$❛♠❡✇♦$❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉+❡❞ "♦ ❝♦♥"$♦❧ ❢♦$ "❤❡ ❧♦❜❜② +"❛"✉+ ♦❢ ❛ ✜$♠✳
✸✳✸✳ "❘❊▼■❯▼ ■◆ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ▲❖❇❇❨■◆●✴❙❯❇❙■❉■❩❊❉ ❋■❘▼❙ ✻✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ▲♦❜❜② ♣%❡♠✐✉♠ ❛♥❞ -✉❜-✐❞② ♣%❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧❡✈❡❧-
0%❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ✭❧❡✈❡❧-✮
▲♦❜❜② ❙✉❜-✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥3- ■❚❈ ❆♥② -✉❜-✐❞②
❙❛❧❡- ✵✳✷✹✹✯✯✯ ✵✳✶✹✾✯✯✯ ✲✵✳✵✸✹ ✵✳✷✺✹✯✯✯ ✵✳✶✾✺✯✯✯
(0.0201) (0.0237) (0.0353) (0.0224) (0.0173)
❚❋0 ✵✳✵✸✼✯✯✯ ✲✵✳✵✸✸✯✯✯ ✲✵✳✶✸✸✯✯✯ ✵✳✵✽✻✯✯✯ ✵✳✵✷✹✯✯
(0.0125) (0.0129) (0.0292) (0.0142) (0.0108)
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✵✳✶✸✺✯✯✯ ✵✳✶✶✽✯✯✯ ✲✵✳✵✷✾ ✵✳✷✶✼✯✯✯ ✵✳✶✺✺✯✯✯
(0.0158) (0.0158) (0.0328) (0.0169) (0.0126)
❈❛♣✐3❛❧ ✵✳✷✹✼✯✯✯ ✵✳✷✸✸✯✯✯ ✵✳✷✼✷✯✯✯ ✵✳✷✼✼✯✯✯ ✵✳✷✼✾✯✯✯
(0.0246) (0.0257) (0.0482) (0.0266) (0.0204)
■♥✈❡-3♠❡♥3 ✵✳✷✼✾✯✯✯ ✵✳✷✻✺✯✯✯ ✵✳✸✶✾✯✯✯ ✵✳✸✸✸✯✯✯ ✵✳✸✸✾✯✯✯
(0.0238) (0.0276) (0.0516) (0.0268) (0.0210)
❊♠♣❧♦②❡❡- ✷✳✶✸✽✯✯✯ ✷✳✵✵✸✯✯✯ ✵✳✾✻✺✯✯✯ ✵✳✼✷✶✯✯✯ ✶✳✶✽✷✯✯✯
(0.0513) (0.0661) (0.1257) (0.0590) (0.0466)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ❧♦❣.✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡6✉❛❧.
♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❙✉❜.✐❞② ❞✉♠♠✐❡. ✐♥❞✐❝❛&❡ ❡✐&❤❡) .✉❜.✐❞✐❡. ❢)♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥&. ♦)
&❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦.❡ ✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✼✼✺✵✶ ❛♥❞ ✾✶✸✽✸✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.6✉❛)❡❞
❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✷✺ ❛♥❞ ✵✳✽✾✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣
✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.
❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② WW■✳
❚❋W ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ W❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥
❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡+❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦+❡ ❉❡♣+❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦+ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐.
9+♦♣❡+"②✱ 9❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉+❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❞❡"❛✐❧& ♦♥ ❚❋+ ❡&"✐♠❛"✐♦♥ "❡❝❤♥✐/✉❡&✱ &❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇✳
✸✳✸ "#❡♠✐✉♠ ✐♥ ❝❤❛#❛❝,❡#✐-,✐❝- ❢♦# ❧♦❜❜②✐♥❣✴-✉❜-✐❞✐③❡❞ ✜#♠-
✸✳✸✳✶ #$❡♠✐❛ ✐♥ ❧❡✈❡❧,
❖▲❙ ❡$%✐♠❛%✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜:&" &"❡♣✱ ■ ❡①♣❧♦:❡ ✇❤❡"❤❡: "❤❡:❡ ✐& ❛ ❧♦❜❜② ♣:❡♠✐✉♠ ❛♥❞✴♦:
❛ &✉❜&✐❞② ♣:❡♠✐✉♠ ✐♥ "❤❡ ❧❡✈❡❧& ♦❢ ✜:♠ ❝❤❛:❛❝"❡:✐&"✐❝&✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡✱ ■ ❝♦♠♣❛:❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
✜:♠& ✇✐"❤ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜:♠&✱ ❛♥❞ &✉❜&✐❞✐③❡❞ ✜:♠& ✇✐"❤ ♥♦"✲&✉❜&✐❞✐③❡❞ ✜:♠&✱ ✇✐"❤
:❡&♣❡❝" "♦ "❤❡✐: ✜:♠ ❝❤❛:❛❝"❡:✐&"✐❝&✱ ❝♦♥":♦❧❧✐♥❣ ❢♦: ♦"❤❡: ♦❜&❡:✈❛❜❧❡&✳ ■ ❡&"✐♠❛"❡ "❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡/✉❛"✐♦♥& ❜② ❖▲❙✿
lnYijt = β0 + β1 ·Dit + β2 · lnEmpit + αj + λt + ǫijt, ✭✸✳✶✮
✇❤❡:❡ lnYijt ✐& "❤❡ ❧♦❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✜:♠ i✬& ❝❤❛:❛❝"❡:✐&"✐❝ ✐♥ ✐♥❞✉&":② j✱ ♦❜&❡:✈❡❞ ✐♥ ②❡❛: t✳
❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛:✐❛❜❧❡ Dit ✐♥❞✐❝❛"❡& ✇❤❡"❤❡: ✐♥ ②❡❛: t ❛ ✜:♠ ✐& ❡✐"❤❡: ❧♦❜❜②✐♥❣ ✭✇❤❡♥ ■
❝♦♥&✐❞❡: "❤❡ ❧♦❜❜② ♣:❡♠✐✉♠✮ ♦: ✇❤❡"❤❡: ❛ ✜:♠ :❡❝❡✐✈❡& ❛ &✉❜&✐❞② ✭✇❤❡♥ ■ ❝♦♥&✐❞❡: "❤❡
&✉❜&✐❞② ♣:❡♠✐✉♠✮✳ ▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡& (lnEmpit✮ ❝♦♥":♦❧& ❢♦: ✜:♠ &✐③❡✱ αj ❛:❡ ✹✲❞✐❣✐" ◆❆■❈❙
✐♥❞✉&":② ✜①❡❞ ❡✛❡❝"& "♦ ❝♦♥":♦❧ ❢♦: "✐♠❡✲✐♥✈❛:✐❛♥" ✐♥❞✉&":② ❞✐✛❡:❡♥❝❡&✱ ❛♥❞ λt ❛:❡ ②❡❛:
✜①❡❞ ❡✛❡❝"& "♦ ❛❝❝♦✉♥" ❢♦: ❛❣❣:❡❣❛"❡ &❤♦❝❦& ❛❝:♦&& ❛❧❧ ✐♥❞✉&":✐❡&✳ ❙"❛♥❞❛:❞ ❡::♦:& ❛:❡
❝❧✉&"❡:❡❞ ❛" "❤❡ ✜:♠ ❧❡✈❡❧ "♦ ❛❝❝♦✉♥" ❢♦: ✐♥":❛❣:♦✉♣ ❡::♦: ❝♦::❡❧❛"✐♦♥ ✭▼♦✉❧"♦♥✱ ✶✾✽✻✮✳
❋♦: "❤❡ &❛❦❡ ♦❢ ❜:❡✈✐"②✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ :❡♣♦:"& ♦♥❧② "❤❡ ✸✵ ❡&"✐♠❛"❡❞ ♣:❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥"&
β1 ❢:♦♠ ❡&"✐♠❛"✐♥❣ ❡/✉❛"✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❢♦: "❤❡ :❡&♣❡❝"✐✈❡ ✜:♠ ❝❤❛:❛❝"❡:✐&"✐❝& ✭✐✳❡✳✱ &❛❧❡&✱ ❚❋+✱
✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ ❝❛♣✐"❛❧✱ ✐♥✈❡&"♠❡♥" ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡&✮✳ ❚❤❡ R2 ✐& :❡❧❛"✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❛❝:♦&& ❛❧❧
:❡❣:❡&&✐♦♥& ✭❜❡"✇❡❡♥ 0.25 ❛♥❞ 0.89✮✱ ✐♥❞✐❝❛"✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ✜"✳
❋♦: "❤❡ ❧♦❜❜② ♣:❡♠✐✉♠ ✭✜:&" ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥"& ❛:❡ ♣♦&✐"✐✈❡ ❛♥❞ &"❛"✐&"✐❝❛❧❧②
✻✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
 ✐❣♥✐✜❝❛♥' ❛' '❤❡ ♦♥❡ ♣❡,❝❡♥' ❧❡✈❡❧✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ '❤❡ ❡ '✐♠❛'❡❞ ❧♦❜❜② ♣,❡♠✐✉♠ ✐ ❛❧ ♦ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝❛❧❧② ,❡❧❡✈❛♥'✳ ❲✐'❤✐♥ ♥❛,,♦✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉ ',✐❡ ✭✹✲❞✐❣✐' ◆❆■❈❙✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥',♦❧❧✐♥❣
❢♦, ②❡❛, ✜①❡❞ ❡✛❡❝' ❛♥❞ ✜,♠  ✐③❡ ✭❧♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡ ✮✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠  ❡❧❧ 24.4% ♠♦,❡✱ ❤❛✈❡
13.5% ❤✐❣❤❡, ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ 24.7% ❤✐❣❤❡, ❝❛♣✐'❛❧✱ 27.9% ❤✐❣❤❡, ✐♥✈❡ '♠❡♥' ❛♥❞ '❤❡② ❛,❡
3.7% ♠♦,❡ ♣,♦❞✉❝'✐✈❡✳✸✵
❋♦, '❤❡  ✉❜ ✐❞② ♣,❡♠✐✉♠✱ ,❡ ✉❧' ❛,❡ ♠♦,❡ ♥✉❛♥❝❡❞✳ ❋✐,♠ ✐❞❡♥'✐✜❡❞ ❜② '❤❡ ❙✉❜ ✐❞②✲
❚,❛❝❦❡, ❞✉♠♠② ✭❝♦❧✉♠♥ ✷✮✱ ✇❤✐❧❡ ❞♦♠✐♥❛'✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ♦'❤❡, ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ✱ ❛,❡  ✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥'❧② ❧❡  ♣,♦❞✉❝'✐✈❡✳ ❋✐,♠ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ❢❡❞❡,❛❧ ❣,❛♥' ✭❝♦❧✉♠♥ ✸✮ ❛,❡ ❛❧ ♦  ✐❣♥✐✜❝❛♥'❧②
❧❡  ♣,♦❞✉❝'✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥✈❡ '✐♥❣ ♠♦,❡ ❛♥❞ ✉ ✐♥❣ ♠♦,❡ ❝❛♣✐'❛❧ '❤❛♥ '❤❡✐, ♥♦♥✲ ✉❜ ✐❞✐③❡❞
❝♦✉♥'❡,♣❛,' ✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❢♦, ■❚❈ ❛♥❞ ❢♦, '❤❡ ♣♦♦❧❡❞  ✉❜ ✐❞② ❞✉♠♠② ✭❝♦❧✉♠♥ ✹ ❛♥❞ ✺✮✱
'❤❡,❡ ✐ ❛ ♣♦ ✐'✐✈❡ ❛♥❞  '❛'✐ '✐❝❛❧❧②  ✐❣♥✐✜❝❛♥' ♣,❡♠✐✉♠ ❛❝,♦  ❛❧❧ ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ✳
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶✱ ■ ❛❧ ♦ ,❡♣♦,' ,❡ ✉❧' ❢,♦♠ '✲'❡ '  ❤♦✇✐♥❣ '❤❛'  ✉❜ ✐❞✐③❡❞ ❛♥❞
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠ ❤❛✈❡ ❜❡''❡, ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ✐♥ '❤❡ ♣♦♦❧❡❞  ❛♠♣❧❡✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶ ■ ❛❧ ♦ ,❡♣♦,' ,❡ ✉❧' ❢,♦♠ ❡ '✐♠❛'✐♥❣ ❡N✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✇✐'❤♦✉' ❝♦♥',♦❧❧✐♥❣
❢♦, ✜,♠  ✐③❡✳ ■♥ '❤✐ ❝❛ ❡✱ ❛❧❧ ♣♦ ✐'✐✈❡ ♣,❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❛,❡  '❛'✐ '✐❝❛❧❧②  ✐❣♥✐✜❝❛♥'
❛' '❤❡ ♦♥❡ ♣❡,❝❡♥' ❧❡✈❡❧✳ ❖✈❡,❛❧❧✱ '❤❡ ❡ ,❡ ✉❧'  ✉❣❣❡ ' '❤❛' ♦♥ ❛✈❡%❛❣❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
 ✉❜ ✐❞✐③❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡''❡, ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ✳
◆♦♥♣❛%❛♠❡(%✐❝ ❑♦❧♠♦❣♦%♦✈✲❙♠✐%♥♦✈ (❡1(✳ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✹  ❤♦✇ '❤❡
%❡❧❛(✐✈❡ ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛'✐✈❡ ❞✐ ',✐❜✉'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ✈❛,✐♦✉ ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ❢♦,
❧♦❜❜②✐♥❣✴♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠ ❛♥❞ ❢♦,  ✉❜ ✐❞✐③❡❞✴♥♦'✲ ✉❜ ✐❞✐③❡❞ ✜,♠ ✱ ,❡ ♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚♦
❛❝❝♦✉♥' ❢♦, ❝♦♠♣♦ ✐'✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝' ✱ '❤❡ ❞✐ ',✐❜✉'✐♦♥ ❛,❡ ❛❧,❡❛❞② ♥♦,♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ,❡❧❛'✐✈❡
'♦ '❤❡ ,❡ ♣❡❝'✐✈❡ ✹✲❞✐❣✐' ◆❆■❈❙ ✐♥❞✉ ',②✲②❡❛, ♠❡❛♥✳ ❇♦'❤ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠ ❛♥❞  ✉❜ ✐❞✐③❡❞
✜,♠ ♥♦' ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❜❡''❡, ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ ♦♥ ❛✈❡,❛❣❡ ✭❛  ❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✱ ❋✐❣✉,❡ 
✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹ ❛❧ ♦  ✉❣❣❡ ' '❤❛' '❤❡✐, ❞✐ ',✐❜✉'✐♦♥ ✜, '✲♦,❞❡,  '❛'✐ '✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛'❡ '❤❡
❞✐ ',✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠ ❛♥❞ ♥♦'✲ ✉❜ ✐❞✐③❡❞ ✜,♠ ✱ ,❡ ♣❡❝'✐✈❡❧②✳
❚♦ '❡ ' ❢♦, ✜, '✲♦,❞❡,  '♦❝❤❛ '✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ■ ♣❡,❢♦,♠ ♥♦♥♣❛,❛♠❡',✐❝ '✇♦✲ ❛♠♣❧❡
❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈ '❡ ' ✳
✸✶
❉❡♥♦'❡ F 1(x) '❤❡ ❈❉❋ ♦❢ ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ x ❢♦, ✜,♠ 
'❤❛' ❛,❡ ✐❞❡♥'✐✜❡❞ (Dit = 1) ❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦, ,❡❝❡✐✈✐♥❣  ✉❜ ✐❞✐❡ ✱ ,❡ ♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛,❧②✱
❞❡♥♦'❡ F 0(x) '❤❡ ❈❉❋ ♦❢ ✜,♠ ❝❤❛,❛❝'❡,✐ '✐❝ x ❢♦, ✜,♠ '❤❛' ❛,❡ ♥♦( ✐❞❡♥'✐✜❡❞ (Dit = 0)✳
❚♦ '❡ ' ❢♦, ✜, '✲♦,❞❡,  '♦❝❤❛ '✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ■ ❡✈❛❧✉❛'❡ ❛ '✇♦✲ ✐❞❡❞ ❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈
'❡ ' ❛♥❞ ❛ ♦♥❡✲ ✐❞❡❞ ❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈ '❡ '✳ ❊N✉❛❧✐'② ♦❢ ❞✐ ',✐❜✉'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ '❡ '❡❞
❜② ❛ '✇♦✲ ✐❞❡❞ ❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈ '❡ '✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❛❧'❡,♥❛'✐✈❡ ❤②♣♦'❤❡ ❡ ❛,❡
H0 : F
1(x)− F 0(x) = 0 ∀x ∈ R ✈ ✳ H1 : F
1(x)− F 0(x) 6= 0 ❢♦,  ♦♠❡ x ∈R.
❚❤❡ ❝♦,,❡ ♣♦♥❞✐♥❣ '✇♦✲ ✐❞❡❞ '❡ '  '❛'✐ '✐❝ ✐ KS2 = maxx |F
1(x)− F 0(x)| . ❚❤❡ ❤②♣♦'❤✲
❡ ✐ '❤❛' F 1(x) ❧✐❡ '♦ '❤❡ ,✐❣❤' ♦❢ F 0(x) ✐ '❡ '❡❞ ❜② '❤❡ ♦♥❡✲ ✐❞❡❞ ❑♦❧♠♦❣♦,♦✈✲❙♠✐,♥♦✈
✸✵
❊!"✐♠❛"❡! ♦❢ β1 ❛)❡ ❧❛)❣❡✱ !✉❝❤ "❤❛" ❛ ❧♦❣ ❛♣♣)♦①✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣)❡♠✐✉♠ ✉♥❞❡)!"❛"❡! "❤❡ ❡✛❡❝"✳ ❚❤❡ ♠❛"❤❡✲
♠❛"✐❝❛❧❧② ♣)❡❝✐!❡ ♣)❡♠✐✉♠ ✐! 100∗(exp(β1)− 1)✪✳
✸✶
■ ♣♦♦❧ ♦❜!❡)✈❛"✐♦♥! ❛❝)♦!! ❛❧❧ ②❡❛)!✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ "❤❡ "✇♦✲!❛♠♣❧❡ ❑♦❧♠♦❣♦)♦✈✲❙♠✐)♥♦✈ )❡@✉✐)❡! ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐! ❧✐❦❡❧② "♦ ❜❡ ✈✐♦❧❛"❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦♦❧❡❞ !❛♠♣❧❡✳ ■ ❛❝❝♦✉♥" ❢♦) "❤✐! ✐!!✉❡ ❜② ♥♦)♠❛❧✐③✐♥❣ ✈❛)✐❛❜❧❡! ✇✐"❤ )❡!♣❡❝"
"♦ "❤❡✐) ✐♥❞✉!")②✲②❡❛) ♠❡❛♥✳ C❡)❢♦)♠✐♥❣ ❑♦❧♠♦❣♦)♦✈✲❙♠✐)♥♦✈ "❡!"! ❢♦) ❡❛❝❤ ②❡❛) !❡♣❛)❛"❡❧② ❞❡❧✐✈❡)! !✐♠✐❧❛)
)❡!✉❧"! ✭♥♦" )❡♣♦)"❡❞ ❤❡)❡✮✳ ❙❡❡ ❝❤❛♣"❡) ✻✳✸ ✐♥ ❈♦♥♦✈❡) ✭✶✾✾✾✮ ❢♦) ❢✉)"❤❡) ❞❡"❛✐❧! ♦♥ "❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦)♦✈✲❙♠✐)♥♦✈
"❡!"✳
✸✳✸✳ "❘❊▼■❯▼ ■◆ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ▲❖❇❇❨■◆●✴❙❯❇❙■❉■❩❊❉ ❋■❘▼❙ ✻✾
❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❊♠♣✐$✐❝❛❧ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥) $❡❧❛*✐✈❡ *♦ ✐♥❞✉)*$②✲②❡❛$ ♠❡❛♥✿ ❧♦❜❜②✐♥❣✴♥♦*✲❧♦❜❜②✐♥❣
❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❊♠♣✐$✐❝❛❧ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥) $❡❧❛*✐✈❡ *♦ ✐♥❞✉)*$②✲②❡❛$ ♠❡❛♥✿ )✉❜)✐❞✐③❡❞✴♥♦*✲)✉❜)✐❞✐③❡❞
✼✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❑♦❧♠♦❣♦%♦✈✲❙♠✐%♥♦✈ +❡-+ ❢♦% ✜%-+✲♦%❞❡% -+♦❝❤❛-+✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
▲♦❜❜② ❙✉❜-✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥+- ■❚❈ ❆♥② -✉❜-✐❞②
❙❛❧❡-
H0 : F
1 ≤ F 0 ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✺✯✯✯ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✹✹✯✯✯ ✵✳✹✵✯✯✯ ✵✳✶✼✯✯✯ ✵✳✶✶✯✯✯ ✵✳✶✽✯✯✯
N1/N0 ✶✸✻✾✵✴ ✾✹✶✹✾ ✹✷✹✹✴✶✵✸✺✾✺ ✶✾✷✼✴✶✵✺✾✶✷ ✻✾✼✽✴✶✵✵✽✻✶ ✶✶✾✾✸✴ ✾✺✽✹✻
❚❋L
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✹✯✯ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✶
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✶✺✯✯✯ ✵✳✶✷✯✯✯ ✵✳✵✾✯✯✯ ✵✳✵✾✯✯✯ ✵✳✶✵✯✯✯
N1/N0 ✶✶✽✷✸✴ ✻✻✼✵✸ ✸✽✶✻✴ ✼✹✼✶✵ ✶✷✻✽✴ ✼✼✷✺✽ ✺✼✵✶✴ ✼✷✽✷✺ ✾✽✵✷✴ ✻✽✼✷✹
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✹✷✯✯✯ ✵✳✸✻✯✯✯ ✵✳✷✾✯✯✯ ✵✳✶✵✯✯✯ ✵✳✶✽✯✯✯
N1/N0 ✶✷✶✺✸✴ ✼✵✹✺✷ ✸✽✾✶✴ ✼✽✼✶✹ ✶✷✽✺✴ ✽✶✸✷✵ ✺✼✶✼✴ ✼✻✽✽✽ ✾✾✵✽✴ ✼✷✻✾✼
❈❛♣✐+❛❧
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✹✷✯✯✯ ✵✳✸✽✯✯✯ ✵✳✶✼✯✯✯ ✵✳✵✽✯✯✯ ✵✳✶✻✯✯✯
N1/N0 ✶✸✸✷✻✴ ✽✾✵✶✸ ✹✶✻✻✴ ✾✽✶✼✸ ✶✾✶✻✴✶✵✵✹✷✸ ✻✾✻✹✴ ✾✺✸✼✺ ✶✶✽✾✷✴ ✾✵✹✹✼
■♥✈❡-+♠❡♥+
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✹✶✯✯✯ ✵✳✸✽✯✯✯ ✵✳✶✼✯✯✯ ✵✳✵✾✯✯✯ ✵✳✶✻✯✯✯
N1/N0 ✶✸✵✸✶✴ ✽✷✺✸✵ ✹✶✷✵✴ ✾✶✹✹✶ ✶✽✾✻✴ ✾✸✻✻✺ ✻✾✶✼✴ ✽✽✻✹✹ ✶✶✼✽✵✴ ✽✸✼✽✶
❊♠♣❧♦②❡❡-
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✹✵✯✯✯ ✵✳✸✽✯✯✯ ✵✳✶✻✯✯✯ ✵✳✶✵✯✯✯ ✵✳✶✻✯✯✯
N1/N0 ✶✸✵✷✸✴ ✼✾✺✻✷ ✹✵✺✵✴ ✽✽✺✸✺ ✶✽✵✻✴ ✾✵✼✼✾ ✻✺✸✼✴ ✽✻✵✹✽ ✶✶✷✻✶✴ ✽✶✸✷✹
◆♦"❡$✿ ❘❡♣♦$%❡❞ %❡'% '%❛%✐'%✐❝' ❛$❡ ❢$♦♠ %✇♦✲'❛♠♣❧❡ ❑♦❧♠♦❣♦$♦✈✲❙♠✐$♥♦✈ %❡'%' ❢♦$ ✜$'%✲♦$❞❡$ '%♦❝❤❛'%✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✜$♠ ❝❤❛$❛❝✲
%❡$✐'%✐❝' ❞✐'%$✐❜✉%✐♦♥' ♦❢ %✇♦ ❣$♦✉♣' ♦❢ ✜$♠'✳ ❚❡'% $❡'✉❧%' ❢♦$ %❤❡ ♦♥❡✲'✐❞❡❞ ♥✉❧❧ ❤②♣♦%❤❡'✐' F0 ≤ F1 ❛$❡ ♦♠✐%%❡❞✳ ❋✐$♠ ❝❤❛$❛❝%❡$✐'%✐❝' ✐♥ ❧♦❣'✱
$❡❧❛%✐✈❡ %♦ ✐♥❞✉'%$②✲②❡❛$ ♠❡❛♥ ❛% ✹✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡C✉❛❧' ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜$♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛$ "✳ ❙✉❜'✐❞② ❞✉♠♠✐❡' ✐♥❞✐❝❛%❡
❡✐%❤❡$ '✉❜'✐❞✐❡' ❢$♦♠ ❙✉❜'✐❞②✲❚$❛❝❦❡$✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡$❛❧ ●$❛♥%' ♦$ %❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤♦'❡ ✭❛♥② '✉❜'✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛$ "✳ ▼♦♥❡%❛$② ✈❛$✐❛❜❧❡' ❛$❡ ✐♥
❝♦♥'%❛♥% ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥'✮✱ ❞❡✢❛%❡❞ ❜② %❤❡ ✐♥❞✉'%$② NN■✳ ❚❋N ✐' ✜$♠✲❧❡✈❡❧ %♦%❛❧ ❢❛❝%♦$ ♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ N❛❦❡'
✭✶✾✾✻✮ ❡'%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉'%$② ♣$♦❞✉❝%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❛% %❤❡ ✷✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐' ❖♣❡+❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦+❡ ❉❡♣+❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦+ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐%❛❧ ✐' 9+♦♣❡+"②✱ 9❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡'%♠❡♥% ✐' ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉+❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
 ❡" ✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❛❧ ❡+♥❛ ✐✈❡ ❤②♣♦ ❤❡"❡" ❛+❡
H0 : F
1(x)− F 0(x) ≤ 0 ∀x ∈ R ✈"✳ H1 : F
1(x)− F 0(x) > 0 ❢♦+ "♦♠❡ x ∈R.
❚❤❡ ❝♦++❡"♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡✲"✐❞❡❞  ❡" " ❛ ✐" ✐❝ ✐" KS1 = maxx{F
1(x)− F 0(x)}✳✸✷ ❋♦+ ✜+" ✲
♦+❞❡+ " ♦❝❤❛" ✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ F 1(x) ♦✈❡+ F 0(x)  ♦ ❤♦❧❞✱  ❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦ ❤❡"✐" ♦❢  ❤❡
 ✇♦✲"✐❞❡❞  ❡" ❤❛"  ♦ ❜❡ +❡❥❡❝ ❡❞ ❛♥❞  ❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦ ❤❡"✐" ♦❢  ❤❡ ♦♥❡✲"✐❞❡❞  ❡" (F 1(x) ≤
F 0(x)) ♠✉" ♥♦ ❜❡ +❡❥❡❝ ❡❞✳
❚❤❡ +❡"✉❧ " ♦❢  ❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦+♦✈✲❙♠✐+♥♦✈  ❡" "✱ ✇❤✐❝❤ ❛+❡ +❡♣♦+ ❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✱ ❝♦♥✜+♠
 ❤❡ ♣+❡❞✐❝ ✐♦♥" ❢+♦♠ ❋✐❣✉+❡" ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳ ❋♦+ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ✜+" ✲♦+❞❡+ " ♦❝❤❛" ✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❤♦❧❞" ❢♦+ ❛❧❧ ❝♦♥"✐❞❡+❡❞ ✜+♠ ❝❤❛+❛❝ ❡+✐" ✐❝"✳ ❊①❝❡♣ ❢♦+ "❛❧❡" ❛♥❞ ❚❋B ♦❢ ✜+♠"  ❤❛ 
+❡❝❡✐✈❡ ❢❡❞❡+❛❧ ❣+❛♥ "✱ ✜+" ✲♦+❞❡+ " ♦❝❤❛" ✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❤♦❧❞" ❛❧"♦ ❢♦+ ❛❧❧ "✉❜"✐❞② ♠❡❛"✉+❡"
❛♥❞ ❛❝+♦"" ❛❧❧ ✜+♠ ❝❤❛+❛❝ ❡+✐" ✐❝"✳ ❚❤✉"✱  ❤❡"❡ ✜♥❞✐♥❣" "✉❣❣❡"  ❤❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜+♠" ❛♥❞
"✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜+♠" ❤❛✈❡ ❜❡  ❡+ ✜+♠ ❝❤❛+❛❝ ❡+✐" ✐❝"✱ ♥♦ ♦♥❧② ♦♥ ❛✈❡+❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❡" ✐♠❛ ❡❞ ❜②
❖▲❙✮ ❜✉ ❛❧"♦ ❜② ✜+" ✲♦+❞❡+ " ♦❝❤❛" ✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ "✉❝❤  ❤❛  ❤❡ ❡♥ ✐+❡ ❞✐" +✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢
✜+♠ ❝❤❛+❛❝ ❡+✐" ✐❝" ❞✐✛❡+✳
✸✷
❙✐♠✐❧❛%❧②✱ ❢♦% *❡,*✐♥❣ ✇❤❡*❤❡% F 0(x) ✜%,*✲♦%❞❡% ,*♦❝❤❛,*✐❝ ❞♦♠✐♥❛*❡, F 1(x) *❤❡ ♦♥❡✲,✐❞❡❞ ❤②♣♦*❤❡,❡, ❛%❡
❣✐✈❡♥ ❜②✿ H0 : F
0(x) − F 1(x) ≤ 0 ∀x ∈ R ✈,✳H1 : F
0(x)− F 1(x) > 0 ❢♦% ,♦♠❡ x ∈R. ❚❤❡ ❝♦%%❡,♣♦♥❞✐♥❣
*❡,* ,*❛*✐,*✐❝ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② KS0 = maxx{F
0(x)− F 1(x)}.
✸✳✸✳ "❘❊▼■❯▼ ■◆ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ▲❖❇❇❨■◆●✴❙❯❇❙■❉■❩❊❉ ❋■❘▼❙ ✼✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ▲♦❜❜② ♣%❡♠✐✉♠ ❛♥❞ -✉❜-✐❞② ♣%❡♠✐✉♠ ✐♥ t+ 1 ❣%♦✇0❤ %❛0❡-
2%❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ✭❣%♦✇0❤✮
▲♦❜❜② ❙✉❜-✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥0- ■❚❈ ❆♥② -✉❜-✐❞②
❙❛❧❡- ✵✳✵✶✵✯ ✲✵✳✵✵✶ ✵✳✵✸✹✯✯ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✽
(0.0051) (0.0067) (0.0168) (0.0073) (0.0058)
❚❋2 ✵✳✵✵✽✯✯ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✷
(0.0040) (0.0060) (0.0116) (0.0051) (0.0043)
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✵✳✵✷✵✯✯✯ ✵✳✵✶✺✯✯ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✶✶✯
(0.0050) (0.0072) (0.0161) (0.0066) (0.0054)
❈❛♣✐0❛❧ ✲✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✶✶✯✯
(0.0052) (0.0063) (0.0131) (0.0070) (0.0054)
■♥✈❡-0♠❡♥0 ✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✹ ✵✳✵✸✻✯ ✲✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✷
(0.0072) (0.0103) (0.0201) (0.0096) (0.0078)
❊♠♣❧♦②❡❡- ✵✳✵✷✵✯✯✯ ✵✳✵✷✺✯✯✯ ✵✳✵✶✽✯ ✵✳✵✶✸✯✯✯ ✵✳✵✷✵✯✯✯
(0.0039) (0.0047) (0.0099) (0.0050) (0.0039)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ✜).& ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ❧♦❣. ✐♥ ②❡❛)
"✰✶✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡8✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❙✉❜.✐❞② ❞✉♠♠✐❡. ✐♥❞✐❝❛&❡ ❡✐&❤❡) .✉❜.✐❞✐❡. ❢)♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲
❚)❛❝❦❡)✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥&. ♦) &❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦.❡ ✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✻✸✶✸✼
❛♥❞ ✼✼✷✼✾✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.8✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✷ ❛♥❞ ✵✳✵✸✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞
❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.
❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② VV■✳
❚❋V ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ V❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥
❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡-❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦-❡ ❉❡♣-❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦- ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐.
;-♦♣❡-"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉-❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✸✳✸✳✷ #$❡♠✐❛ ✐♥ ❣$♦✇-❤ $❛-❡/
 !❡♠✐❛ ✐♥ '❤♦!*✲!✉♥ ❣!♦✇*❤ !❛*❡'✳ ■❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ +✉❜+✐❞✐③❡❞ ✜0♠+ ❤❛✈❡ ❜❡44❡0
✜0♠ ❝❤❛0❛❝4❡0✐+4✐❝+ ✐♥ ❧❡✈❡❧+✱ ✐4 ✐+ ✐♠♣♦04❛♥4 4♦ ❡①♣❧♦0❡ ✇❤❡4❤❡0 4❤❡+❡ ✜0♠+ ❛❧+♦ ❡①♣❡✲
0✐❡♥❝❡ ❤✐❣❤❡0 ❣0♦✇4❤ 0❛4❡+✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ■ 4❡+4 ✇❤❡4❤❡0 4♦❞❛②✬+ ❧♦❜❜②✲+4❛4✉+ ✐+ 0❡❧❛4❡❞ 4♦
❢✉4✉0❡ ❣0♦✇4❤ 0❛4❡+✳ ■ ❡+4✐♠❛4❡ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡>✉❛4✐♦♥ ❜② ❖▲❙✿
∆ lnYij,t+1 = β0 + β1 ·Dit + β2 · lnEmpit + αj + λt + ǫijt, ✭✸✳✷✮
✇❤❡0❡ ∆ lnYijt+1 ✐+ 4❤❡ ❧♦❣ ❝❤❛♥❣❡ ✭②❡❛0❧② ❣0♦✇4❤ 0❛4❡✮ ♦❢ 4❤❡ ✜0♠ ❝❤❛0❛❝4❡0✐+4✐❝ ♦❢
✐♥4❡0❡+4 ✐♥ ②❡❛0 t + 1✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛0✐❛❜❧❡ Dit ✐♥❞✐❝❛4❡+ ✇❤❡4❤❡0 ✐♥ ②❡❛0 t ❛ ✜0♠ ✐+
❡✐4❤❡0 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✭✇❤❡♥ ■ ❝♦♥+✐❞❡0 4❤❡ ❧♦❜❜② ♣0❡♠✐✉♠✮ ♦0 ✇❤❡4❤❡0 ❛ ✜0♠ 0❡❝❡✐✈❡+ ❛ +✉❜+✐❞②
✭✇❤❡♥ ■ ❝♦♥+✐❞❡0 4❤❡ +✉❜+✐❞② ♣0❡♠✐✉♠✮✳ ▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡+ ❛0❡ ❞❡♥♦4❡❞ ❜② lnEmpit✱ αj ❛0❡
✐♥❞✉+40② ✜①❡❞ ❡✛❡❝4+ ❛♥❞ λt ❛0❡ ②❡❛0 ✜①❡❞ ❡✛❡❝4+✳ ❙4❛♥❞❛0❞ ❡00♦0+ ❛0❡ ❝❧✉+4❡0❡❞ ❛4 4❤❡
✜0♠ ❧❡✈❡❧✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ +✉♠♠❛0✐③❡+ 4❤❡ 0❡+✉❧4+ ❢0♦♠ ❡+4✐♠❛4✐♥❣ ❡>✉❛4✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❜② +❤♦✇✐♥❣ 4❤❡
0❡+♣❡❝4✐✈❡ ❣0♦✇4❤ ♣0❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥4 β1✳ ❋♦0 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✭✜0+4 ❝♦❧✉♠♥✮✱ ♣0❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥4+ ❛0❡ ♦♥❧② +4❛4✐+4✐❝❛❧❧② +✐❣♥✐✜❝❛♥4 ❢♦0 +❛❧❡+✱ ❚❋K✱ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡+✳ ❋♦0
4❤❡ +✉❜+✐❞② ♣0❡♠✐❛ ✭❝♦❧✉♠♥+ ✷✲✺✮✱ 0❡+✉❧4+ ❛0❡ ❡✈❡♥ ♠♦0❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉+✳ ❋♦0 ❛❧❧ 0❡❣0❡++✐♦♥+✱
4❤❡ R2 ✐+ 0❡❧❛4✐✈❡❧② +♠❛❧❧ ❛♥❞ ✈❛0✐❡+ ❜❡4✇❡❡♥ 0.02 ❛♥❞ 0.03✳ ❆+ ❛ 0♦❜✉+4♥❡++ ❝❤❡❝❦✱
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶ ■ 0❡♣♦04 0❡❣0❡++✐♦♥ 0❡+✉❧4+ ❢♦0 ❣0♦✇4❤ 0❛4❡+ ✐♥ ②❡❛0 t ❛+ ❞❡♣❡♥❞❡♥4
✈❛0✐❛❜❧❡✳ ■♥ 4❤✐+ ❝❛+❡✱ ❡①❝❡♣4 ❢♦0 ❚❋K✱ 4❤❡0❡ ✐+ ❛ ♥❡❣❛4✐✈❡ ❧♦❜❜② ♣0❡♠✐✉♠ ❢♦0 ❛❧❧ ✜0♠
❝❤❛0❛❝4❡0✐+4✐❝+ ❛♥❞ 0❡+✉❧4+ ❢♦0 +✉❜+✐❞✐❡+ ❛0❡ ❛❧+♦ ♥♦4 ❝♦♥❝❧✉+✐✈❡✳ ❚❤✉+✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛0✐+♦♥
4♦ 4❤❡ ❡+4✐♠❛4❡❞ ♣0❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ✜0♠ ❝❤❛0❛❝4❡0✐+4✐❝+✱ 4❤❡ ❡+4✐♠❛4❡❞ ♣0❡♠✐✉♠ ✐♥
❣0♦✇4❤ 0❛4❡+ ❢♦0 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜0♠+ ❛0❡ ❧❡++ 0♦❜✉+4✳ ❚♦ ❢✉04❤❡0 ❡①♣❧♦0❡ 4❤❡ 0❡❧❛4✐♦♥+❤✐♣ ❜❡✲
✼✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿  !❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧♦♥❣✲!✉♥ ❣!♦✇,❤ !❛,❡/ ✭✶✾✾✾✲✷✵✶✵✮ ❢♦! ✐♥✐,✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠/
❉❡♣✳ ❱❛!✐❛❜❧❡✿
❆✈❡!❛❣❡ ●!♦✇,❤ ❘❛,❡ ❙❛❧❡/ ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡/,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡/
▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✶
∗∗
✵✳✵✶✶
∗∗
✵✳✵✶✶
∗
✲✵✳✵✶✵
∗∗
✭✵✳✵✵✺✺✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✹✻✮ ✭✵✳✵✵✺✺✮ ✭✵✳✵✵✻✼✮ ✭✵✳✵✵✹✷✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡/ ✐♥ ✶✾✾✾ ✲✵✳✵✵✽
∗∗∗
✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✾
∗∗∗
✲✵✳✵✵✹
∗∗∗
✲✵✳✵✵✻
∗∗∗
✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✵✽✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮
❘✲/Q✉❛!❡❞ ✵✳✶✻ ✵✳✷✾ ✵✳✷✺ ✵✳✶✸ ✵✳✶✻ ✵✳✶✶
❖❜/❡!✈❛,✐♦♥/ ✸✺✼✶ ✷✾✷✹ ✸✵✺✸ ✸✹✵✶ ✷✾✸✾ ✸✹✷✾
✹✲❞✐❣✐, ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡/ ❨❡/ ❨❡/ ❨❡/ ❨❡/ ❨❡/
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾ ✕ ✷✵✶✵✳
❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ❡=✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦).
❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② OO■✳ ❚❋O ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧
❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ O❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳
■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉5❡$✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. 65♦♣❡5"②✱ 6❧❛♥" ❛♥❞ ❊8✉✐♣♠❡♥"✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡5❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦5❡ ❉❡♣5❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦5 ❈♦$"✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
 ✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ✜-♠ ❣-♦✇ ❤✱ ✐♥ ❛ ♥❡① 2 ❡♣ ■ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤❡ ❤❡- ✐♥✐ ✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2
❡①♣❡-✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡-❡♥ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2✳
■♥✐#✐❛❧ ❧♦❜❜② )#❛#✉) ❛♥❞ ✭❧♦♥❣✲/✉♥✮ ✜/♠ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡✳ ■❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♠♣-♦✈❡2 ✜-♠
♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✱  ❤❡♥  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❧♦❜❜② 2 ❛ ✉2 ♦❢ ❛ ✜-♠ 2❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ 2✐❣♥✐✜❝❛♥ ❡✛❡❝ ♦♥
❢✉ ✉-❡ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2✳ ❚♦ ❢✉- ❤❡- ❡①♣❧♦-❡  ❤❡ -❡❧❛ ✐♦♥2❤✐♣ ❜❡ ✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ✜-♠
❣-♦✇ ❤✱ ■ 2 ✉❞②  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥ ✭❧♦♥❣✲-✉♥✮ ❛✈❡-❛❣❡ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2 ❜② ❡2 ✐♠❛ ✐♥❣
 ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡@✉❛ ✐♦♥✿
%∆Yij,T =
lnYij,T − lnYij,1999
T − 1999
= β0 + β1 ·Lobbyi,1999 + β2 · lnEmpi,1999+αj + ǫij, ✭✸✳✸✮
✇❤❡-❡ %∆Yij,T ❞❡♥♦ ❡2  ❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2 ✐♥ ✜-♠ ❝❤❛-❛❝ ❡-✐2 ✐❝ Yij,T ❜❡ ✇❡❡♥ 1999
❛♥❞ ②❡❛- T ✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ ♦❢  ❤❡ ❞✉♠♠② Lobbyi,1999 ♠❡❛2✉-❡2  ❤❡ ♣-❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧♦♥❣✲-✉♥
❛✈❡-❛❣❡ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2 ❢♦- ✜-♠2 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ 1999✱ -❡❧❛ ✐✈❡  ♦ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜-♠2 ✐♥ 1999✳
■♥❞✉2 -② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ 2 ❛-❡ ❞❡♥♦ ❡❞ ❜② αj✳ ❆ 2✐♠✐❧❛- ❡2 ✐♠❛ ✐♦♥ 2 -❛ ❡❣② ❢♦-  ❤❡ ❣-♦✇ ❤
❡✛❡❝ 2 ♦❢  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❡①♣♦- 2 ❛ ✉2 ♦❢ ❛ ✜-♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❡-♥❛-❞ ❛♥❞ ❏❡♥2❡♥ ✭✶✾✾✾✮✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✻ 2✉♠♠❛-✐③❡2  ❤❡ -❡2✉❧ 2 ❢♦-  ❤❡ ❝❛2❡ T = 2010✱ ✇❤✐❝❤ ✐2  ❤❡ ❧♦♥❣❡2 ❢❡❛2✐❜❧❡
❤♦-✐③♦♥ ✐♥ ♠② ❞❛ ❛ 2❡ ✳
✸✸
❖♥❧② ❢♦- ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ ❝❛♣✐ ❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡2 ♠❡♥ ✱ ✜-♠2  ❤❛ ✇❡-❡
❛❧-❡❛❞② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ✶✾✾✾ ❡①♣❡-✐❡♥❝❡ 2 ❛ ✐2 ✐❝❛❧❧② 2✐❣♥✐✜❝❛♥ ❤✐❣❤❡- ❧♦♥❣✲-✉♥ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2✳
❚❤❡ ❡2 ✐♠❛ ❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ 2 ❢♦- 2❛❧❡2 ❛♥❞ ❚❋L ❛-❡ ♣♦2✐ ✐✈❡ ❜✉ ♥♦ 2 ❛ ✐2 ✐❝❛❧❧② 2✐❣♥✐✜❝❛♥ ✱
❛♥❞ ❢♦- ❡♠♣❧♦②❡❡2  ❤❡ ❡2 ✐♠❛ ❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ ✐2 ❡✈❡♥ 2✐❣♥✐✜❝❛♥ ❧② ♥❡❣❛ ✐✈❡✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳❆✳✶✱ ❚❛❜❧❡2 ✸✳✷✶ ✕ ✸✳✷✹ 2❤♦✇  ❤❛ ❡2 ✐♠❛ ✐♥❣ ❡@✉❛ ✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❢♦- ❞✐✛❡-❡♥  ✐♠❡ ❤♦-✐③♦♥2
T ♦- ❞✐✛❡-❡♥ ✐♥✐ ✐❛❧ ②❡❛-2 ✭✐✳❡✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✺ ♦- ✷✵✵✽✮ ❞❡❧✐✈❡-2 2✐♠✐❧❛- -❡2✉❧ 2✳ ❚❤❡2❡
✜♥❞✐♥❣2 2❤♦✇  ❤❛ ❛❝-♦22 ✜-♠ ❝❤❛-❛❝ ❡-✐2 ✐❝2  ❤❡-❡ ✐2 ♥♦ -♦❜✉2 ♣♦2✐ ✐✈❡ -❡❧❛ ✐♦♥2❤✐♣
❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❧♦❜❜② 2 ❛ ✉2 ♦❢ ❛ ✜-♠ ❛♥❞ ✐ 2 ❢✉ ✉-❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❣-♦✇ ❤ -❛ ❡2✱ 2✉❣❣❡2 ✐♥❣
 ❤❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞♦❡2 ♥♦ ❡①♣❧❛✐♥ 2✉♣❡-✐♦- ✜-♠ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✳
✸✸
❚❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♦❜*❡'✈❛-✐♦♥* ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ❞'♦♣* ❞'❛♠❛-✐❝❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉*❡ ■ ❝♦♥*✐❞❡' ♦♥❧② ✜'♠* ♦❜*❡'✈❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵
❛♥❞ ✶✾✾✾✳
✸✳✸✳ "❘❊▼■❯▼ ■◆ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ▲❖❇❇❨■◆●✴❙❯❇❙■❉■❩❊❉ ❋■❘▼❙ ✼✸
✸✳✸✳✸ ❉✐$❡♥'❛♥❣❧✐♥❣ '❤❡ ❧♦❜❜② ♣0❡♠✐✉♠✿ $'❛0'❡0$✱ $'♦♣♣❡0$ ❛♥❞ ❝♦♥'✐♥✉✐♥❣
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜0♠$
▲♦❜❜② ♣%❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧❡✈❡❧- ✕ ❞✐-❡♥0❛♥❣❧❡❞✳
❖▲❙ ❡$'✐♠❛'✐♦♥✳ ❇② ❡#$✐♠❛$✐♥❣ $❤❡ ❧♦❜❜② ♣/❡♠✐✉♠ ✉#✐♥❣ ❛ ❞✉♠♠② ✈❛/✐❛❜❧❡ ❢♦/ ❧♦❜✲
❜②✐♥❣ ✐♥ ♣❡/✐♦❞ t ✭❡#$✐♠❛$✐♥❣ ❡6✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✱ ■ ♠✐① ✜/♠# $❤❛$ ❝♦♥$✐♥✉❡ $♦ ❧♦❜❜② ✐♥
♣❡/✐♦❞ t ✇✐$❤ $❤♦#❡ $❤❛$  !♦♣ ❞✉/✐♥❣ ♣❡/✐♦❞ t✳ ❆❧#♦✱ ■ ♠✐① ✜/♠# $❤❛$ ❝♦♥$✐♥✉❡ ♥♦! $♦
❧♦❜❜② ✐♥ ♣❡/✐♦❞ t ✇✐$❤ $❤♦#❡ $❤❛$  !❛&! ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞✉/✐♥❣ ♣❡/✐♦❞ t✳ ❈♦♥#❡6✉❡♥$❧②✱ ❧♦❜❜②
❡♥$/② ❛♥❞ ❡①✐$ ♠❛② ❝♦♥❢♦✉♥❞ $❤❡ ❡#$✐♠❛$❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$#✳ ❚♦ ❛❞❞/❡## $❤✐# ✐##✉❡✱ ■ ♥♦✇
❞✐#$✐♥❣✉✐#❤ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❧♦❜❜② #$❛$✉# ♦❢ ❛ ✜/♠ ✐♥ $✇♦ ❝♦♥#❡❝✉$✐✈❡ ♣❡/✐♦❞# [t− 1, t] ❛♥❞
❢♦/♠ ❢♦✉/ ❞✐✛❡/❡♥$ ❣/♦✉♣# ♦❢ ✜/♠#✳ ❚❤✐# ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐# /❡❧❛$❡❞ $♦ ❇❡/♥❛/❞ ❛♥❞ ❏❡♥#❡♥
✭✶✾✾✾✮✱ ✇❤♦ ❞✐#$✐♥❣✉✐#❤ ✜/♠# ✇✐$❤ /❡#♣❡❝$ $♦ ❡①♣♦/$ #$❛$✉#✳ ■♥ $❤❡ ♣❡/✐♦❞ ✶✾✾✾✲✷✵✶✵ ■
♦❜#❡/✈❡ 1, 968 ❧♦❜❜② #$❛/$❡/# [0, 1]❀ 1, 281 ❧♦❜❜② #$♦♣♣❡/# [1, 0]❀ 10, 519 ♦❜#❡/✈❛$✐♦♥# $❤❛$
❝♦♥$✐♥✉❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ $✇♦ ❝♦♥#❡❝✉$✐✈❡ ♣❡/✐♦❞# [1, 1] ❛♥❞ 77, 041 ♦❜#❡/✈❛$✐♦♥# $❤❛$ ✇❡/❡
♥❡✐$❤❡/ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ $✇♦ ❝♦♥#❡❝✉$✐✈❡ ♣❡/✐♦❞# [0, 0]✳ ❚❤❡ ❢♦✉/$❤ ❣/♦✉♣ ✇✐❧❧ ❛❧#♦ ❜❡ $❤❡
❜❛#❡ ❣/♦✉♣ ✐♥ $❤❡ ❢✉/$❤❡/ ❛♥❛❧②#✐#✳ ❙✐♠✐❧❛/ $♦ $❤❡ ✜♥❞✐♥❣# ✐♥ ❑❡// ❡$ ❛❧✳ ✭❢♦/$❤❝♦♠✐♥❣✮✱
❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ♠② ❞❛$❛ ✐# ❤✐❣❤❧② ♣❡/#✐#$❡♥$ ♦✈❡/ $✐♠❡✳ ❈♦♥❞✐$✐♦♥❛❧ ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♣/❡✈✐♦✉#
②❡❛/✱ $❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐$② $❤❛$ ❛ ✜/♠ ❧♦❜❜✐❡# ✐♥ $❤❡ ❝✉//❡♥$ ②❡❛/ ✐# ✽✾✪ ❛♥❞ $❤❡ ❛✈❡/❛❣❡
❞✉/❛$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥$✐♥✉♦✉# ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐# ✹✳✸ ②❡❛/#✳ ■ ❡#$✐♠❛$❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡6✉❛$✐♦♥ ❜② ❖▲❙✿
lnYijt = β0+β1 ·Starterit+β2 ·Stopperit+β3 ·Continueit+β4 · lnEmpit+αj+λt+ ǫijt,
✭✸✳✹✮
✇❤❡/❡ lnYijt ❞❡♥♦$❡# ❧♦❣ ✈❛❧✉❡# ♦❢ ✜/♠ ❝❤❛/❛❝$❡/✐#$✐❝ Yijt. ❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛/✐❛❜❧❡# Starterit✱
Stopperit ❛♥❞ Continueit ❡6✉❛❧ ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜/♠# #$❛/$#✱ #$♦♣# ♦/ ❝♦♥$✐♥✉❡# ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ $✇♦
❝♦♥#❡❝✉$✐✈❡ ♣❡/✐♦❞# [t − 1, t]✱ /❡#♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ■♥❞✉#$/② ❛♥❞ ②❡❛/ ✜①❡❞ ❡✛❡❝$# ❛/❡ ❞❡♥♦$❡❞
❜② αj ❛♥❞ λt✱ /❡#♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❙$❛♥❞❛/❞ ❡//♦/# ❛/❡ ❝❧✉#$❡/❡❞ ❛$ $❤❡ ✜/♠ ❧❡✈❡❧✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✼ #❤♦✇# $❤❡ /❡❣/❡##✐♦♥ /❡#✉❧$# ♦❢ ❡#$✐♠❛$✐♥❣ ❡6✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ /❡✲
♣♦/$❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❛/❡ /❡❧❛$✐✈❡ $♦ $❤❡ ❜❛#❡ ❣/♦✉♣ ♦❢ ✜/♠# $❤❛$ ❞♦ ♥♦$ ❧♦❜❜② ✐♥ $✇♦ ❝♦♥#❡❝✲
✉$✐✈❡ ♣❡/✐♦❞#✳ ❊①❝❡♣$ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❢♦/ Stopperit ✐♥ $❤❡ ❚❋W /❡❣/❡##✐♦♥✱ ❛❧❧ ❡#$✐♠❛$❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❛/❡ ♣♦#✐$✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦#$ ❝❛#❡# #$❛$✐#$✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❧② #✐❣♥✐✜❝❛♥$✱ #❤♦✇✐♥❣ $❤❛$
#$❛/$❡/#✱ #$♦♣♣❡/# ❛♥❞ ❝♦♥$✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠# ❤❛✈❡ ❜❡$$❡/ ✜/♠ ❝❤❛/❛❝$❡/✐#$✐❝# $❤❛♥
♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠#✳ ❊①❝❡♣$ ❢♦/ $❤❡ ✐♥✈❡#$♠❡♥$ /❡❣/❡##✐♦♥✱ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ♦❢ Continueit
✐# ❛❧✇❛②# ❣/❡❛$❡/ ✭♦/ ❡6✉❛❧✮ $❤❛♥ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ♦❢ Starterit ❛♥❞ Stopperit✳ ❚❤✉#✱ ❚❛✲
❜❧❡ ✸✳✼ #✉❣❣❡#$# $❤❛$ ❝♦♥$✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠# ❛/❡ $❤❡ ❞/✐✈✐♥❣ ❢♦/❝❡ ❜❡❤✐♥❞ $❤❡ ❧♦❜❜②
♣/❡♠✐✉♠✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛/✐#♦♥ $♦ $❤✐# ❣/♦✉♣✱ $❤❡/❡ ✐# ♥♦ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ♣/❡♠✐✉♠ ✐♥ ✜/♠
❝❤❛/❛❝$❡/✐#$✐❝# ❛$$❛❝❤❡❞ $♦ $❤❡ ❡✈❡♥$ ♦❢ #$❛/$✐♥❣ $♦ ❧♦❜❜②✳
◆♦♥♣❛0❛♠❡'0✐❝ ❑♦❧♠♦❣♦0♦✈✲❙♠✐0♥♦✈ '❡$'✳ ❋✐❣✉/❡ ✸✳✺ ❞✐#♣❧❛②# $❤❡ &❡❧❛!✐✈❡ ❡♠✲
♣✐/✐❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛$✐✈❡ ❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ✜/♠ #❛❧❡# ❜② $❤❡ ❧♦❜❜② #$❛$✉# ♦❢ ❛ ✜/♠ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦/
❧♦❜❜② #$❛/$❡/#✴#$♦♣♣❡/#✱ ❢♦/ ❝♦♥$✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠# ❛♥❞ ❢♦/ ✜/♠# $❤❛$ ❞♦ ♥♦$ ❧♦❜❜②
✐♥ $✇♦ ❝♦♥#❡❝✉$✐✈❡ ②❡❛/#✮✳
✸✹
❚♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦/ ❝♦♠♣♦#✐$✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝$#✱ $❤❡ ❞✐#$/✐❜✉$✐♦♥ ✐#
♥♦/♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ /❡❧❛$✐✈❡ $♦ $❤❡ ✹✲❞✐❣✐$ ◆❆■❈❙ ✐♥❞✉#$/②✲②❡❛/ ♠❡❛♥✳ ❋✐❣✉/❡ ✸✳✺ #✉❣❣❡#$#
✸✹
❊♠♣✐$✐❝❛❧ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥) ❢♦$ ♦*❤❡$ ✜$♠ ❝❤❛$❛❝*❡$✐)*✐❝) ✭♥♦* )❤♦✇♥ ❤❡$❡✮ )❤♦✇ ✐❞❡♥*✐❝❛❧ )♦$*✐♥❣ ♣❛**❡$♥)✳
✼✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❉✐"❡♥%❛♥❣❧✐♥❣ %❤❡ ❧♦❜❜② ♣.❡♠✐✉♠✿ "%❛.%✱ "%♦♣ ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❉❡♣✳ ❱❛.✐❛❜❧❡ ✭✐♥ ❧♦❣"✮✿ ❙❛❧❡" ❚❋< ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡"%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡"
❙%❛.%❡. ❬✵✱✶❪ ✵✳✷✶✻
∗∗∗
✵✳✵✸✸
∗∗
✵✳✶✵✾
∗∗∗
✵✳✷✹✼
∗∗∗
✵✳✸✵✼
∗∗∗
✶✳✸✾✵
∗∗∗
✭✵✳✵✷✷✺✮ ✭✵✳✵✶✻✷✮ ✭✵✳✵✶✽✽✮ ✭✵✳✵✷✻✹✮ ✭✵✳✵✷✾✸✮ ✭✵✳✵✹✽✶✮
❙%♦♣♣❡. ❬✶✱✵❪ ✵✳✷✶✼
∗∗∗
✲✵✳✵✷✸ ✵✳✵✺✽
∗∗
✵✳✷✷✷
∗∗∗
✵✳✷✸✵
∗∗∗
✶✳✷✹✽
∗∗∗
✭✵✳✵✷✽✹✮ ✭✵✳✵✷✸✻✮ ✭✵✳✵✷✼✹✮ ✭✵✳✵✸✹✵✮ ✭✵✳✵✸✻✷✮ ✭✵✳✵✻✵✸✮
❈♦♥%✐♥✉❡ ❬✶✱✶❪ ✵✳✷✻✾
∗∗∗
✵✳✵✸✸
∗∗
✵✳✶✸✹
∗∗∗
✵✳✷✺✻
∗∗∗
✵✳✷✽✶
∗∗∗
✷✳✸✶✺
∗∗∗
✭✵✳✵✷✶✽✮ ✭✵✳✵✶✸✻✮ ✭✵✳✵✶✼✸✮ ✭✵✳✵✷✼✹✮ ✭✵✳✵✷✻✹✮ ✭✵✳✵✺✻✶✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡" ✶✳✵✷✽
∗∗∗
✵✳✵✼✺
∗∗∗
✶✳✵✷✷
∗∗∗
✶✳✵✼✷
∗∗∗
✶✳✵✻✷
∗∗∗
✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✸✹✮ ✭✵✳✵✵✹✻✮ ✭✵✳✵✵✻✷✮ ✭✵✳✵✵✺✾✮
❘✲"P✉❛.❡❞ ✵✳✽✻ ✵✳✹✼ ✵✳✽✾ ✵✳✽✻ ✵✳✽✶ ✵✳✸✹
❖❜"❡.✈❛%✐♦♥" ✾✶✸✻✾ ✼✼✺✵✶ ✽✵✷✷✵ ✽✽✶✺✹ ✽✷✺✻✷ ✾✶✸✽✸
❈❧✉"%❡." ✶✹✸✽✽ ✶✷✻✻✷ ✶✸✵✸✼ ✶✸✾✾✷ ✶✸✺✼✷ ✶✹✸✾✷
❨❡❛. ❋❊ ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡"
✹✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡"
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ❧♦❣.✳ ❚❤❡ ❜❛.❡ ❣)♦✉♣ ❛)❡ ✜)♠. &❤❛& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜②
✐♥ &✇♦ ❝♦♥.❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛).✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❈♦♥"✐♥✉❡ ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡. ✐♥ &✇♦ ❝♦♥.❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛).✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"❛,"❡, ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛
✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) " ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛) "✲✶✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"♦♣♣❡, ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✲✶ ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥
②❡❛) "✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦)
.✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡. ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)②
✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② LL■✳ ❚❋L ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠
❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ L❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡,❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡
❇❡❢♦,❡ ❉❡♣,❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦, ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;,♦♣❡,"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊@✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉,❡$✳✯ p < 0✳✶❀ ✯✯
p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❛ !❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❞✐)*!✐❜✉*✐♦♥) ♦❢ *❤❡ ❢♦✉! ❣!♦✉♣) ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡) ❛ )♦!*✐♥❣ ♣❛**❡!♥ *❤❛* ❣♦❡)
❜❡②♦♥❞ *❤❡ ❛❧!❡❛❞② !❡♣♦!*❡❞ ❞✐✛❡!❡♥❝❡) ✐♥ ♠❡❛♥) ✭✐✳❡✳✱ *❤❡ !❡)✉❧*) ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✼✮✳ ❚♦ *❡)*
❢♦! ✜!)*✲♦!❞❡! )*♦❝❤❛)*✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ■ !✉♥ ❑♦❧♠♦❣♦!♦✈✲❙♠✐!♥♦✈ *❡)*) ❢♦! ❛ ✈❛!✐❡*② ♦❢
✜!♠ ❝❤❛!❛❝*❡!✐)*✐❝) ✭)❡❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❢♦! ❞❡*❛✐❧) ♦♥ *❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦!♦✈✲❙♠✐!♥♦✈ *❡)*✮✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✽ )❤♦✇) *❤❡ !❡)✉❧*) ♦❢ *❤❡ !❡)♣❡❝*✐✈❡ ❑♦❧♠♦❣♦!♦✈✲❙♠✐!♥♦✈ *❡)*)✳ ❈♦♠♣❛!✐♥❣
)*♦♣♣❡!) ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠)✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛!✐♥❣ ❝♦♥*✐♥✉✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❜❜② )*❛!*❡!)✱ ❛❝!♦))
❛❧❧ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝*❡!✐)*✐❝) *❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦*❤❡)✐) ♦❢ *❤❡ ♦♥❡✲)✐❞❡❞ ❑♦❧♠♦❣♦!♦✈✲❙♠✐!♥♦✈ *❡)* ✐)
♥❡✈❡! !❡❥❡❝*❡❞✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦*❤❡)✐) ♦❢ *❤❡ *✇♦✲)✐❞❡❞ *❡)* ✐) ❛❧✇❛②) !❡❥❡❝*❡❞✱ ✐♥❞✐✲
❝❛*✐♥❣ ✜!)*✲♦!❞❡! )*♦❝❤❛)*✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❆) )✉❣❣❡)*❡❞ ❜② ❋✐❣✉!❡ ✸✳✺✱ *❤❡ ❤②♣♦*❤❡)✐) ♦❢
❡J✉❛❧✐*② ♦❢ ❞✐)*!✐❜✉*✐♦♥) ❢♦! )*❛!*❡!) ❛♥❞ )*♦♣♣❡!) ✐) ❛❧♠♦)* ♥❡✈❡! !❡❥❡❝*❡❞ ✭♦♥❧② ❢♦! ❚❋K
❛* *❤❡ *❡♥ ♣❡!❝❡♥* ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✉)✱ ❢♦! ❛❧♠♦)* ❛❧❧ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝*❡!✐)*✐❝) ✜!)*✲♦!❞❡! )*♦❝❤❛)✲
*✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❤♦❧❞) ❢♦! )*❛!*❡!)✴)*♦♣♣❡!) ♦✈❡! ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠) ❛♥❞ ❢♦! ❝♦♥*✐♥✉✐♥❣
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠) ♦✈❡! )*❛!*❡!)✴)*♦♣♣❡!) ✭❛♥❞ *❤❡!❡❢♦!❡ ❛❧)♦ ♦✈❡! ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠)✮✳
❋✐❣✉!❡ ✸✳✺ ❛♥❞ *❤❡ !❡)✉❧*) ♦❢ *❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦!♦✈✲❙♠✐!♥♦✈ *❡)*) )✉❣❣❡)* *❤❛* *❤❡!❡ ✐) ❛
❝❧❡❛! !❛♥❦✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❞✐)*!✐❜✉*✐♦♥) ✇✐*❤ !❡)♣❡❝* *♦ *❤❡✐! ❧♦❜❜②✲)*❛*✉)✱ ❤✐♥*✐♥❣ *♦✇❛!❞)
❛ ✭❢✉③③②✮ ❧♦❜❜② ❝✉*♦✛ ❛* ✇❤✐❝❤ ✜!♠) )*❛!*✴)*♦♣ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❉✉❡ *♦ ✉♥❝❡!*❛✐♥*② ❛♥❞
♠❡❛)✉!❡♠❡♥* ❡!!♦!✱ ✐* ✐) ✉♥❧✐❦❡❧② *♦ ♦❜)❡!✈❡ ❡♠♣✐!✐❝❛❧❧② ❛ ❝❧❡❛!✲❝✉* ❧♦❜❜② *❤!❡)❤♦❧❞ ✐♥
!❡❛❧ ✇♦!❧❞ ❞❛*❛✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ✐* ✐) ❡✈❡♥ ♠♦!❡ !❡♠❛!❦❛❜❧❡ *❤❛* ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✸✳✺ *❤❡ ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡
❞✐)*!✐❜✉*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥) ♦❢ ❧♦❜❜② )*❛!*❡!) ❛♥❞ ❧♦❜❜② )*♦♣♣❡!) ❧✐❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡
❞✐)*!✐❜✉*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥) ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥*✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠)✳
✸✳✸✳ "❘❊▼■❯▼ ■◆ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ▲❖❇❇❨■◆●✴❙❯❇❙■❉■❩❊❉ ❋■❘▼❙ ✼✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❑♦❧♠♦❣♦%♦✈✲❙♠✐%♥♦✈ +❡-+✿ -+❛%+❡%✱ -+♦♣♣❡% ❛♥❞ ❝♦♥+✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣
▲♦❜❜② -+❛+✉-❬+✲✶✱+❪✿ ❙+♦♣❬✶✱✵❪ ✈- ◆♦+❬✵✱✵❪ ❙+❛%+❬✵✱✶❪ ✈- ❙+♦♣❬✶✱✵❪ ❈♦♥+✐♥✉❡❬✶✱✶❪ ✈- ❙+❛%+❬✵✱✶❪
❙❛❧❡-
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✷✽✯✯✯ ✵✳✵✸ ✵✳✷✶✯✯✯
N1/N0 ✶✷✽✵✴✼✼✵✶✸ ✶✾✻✼✴ ✶✷✽✵ ✶✵✺✶✽✴ ✶✾✻✼
❚❋J
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✵✽✯✯✯ ✵✳✵✺✯ ✵✳✵✻✯✯✯
N1/N0 ✶✵✺✻✴✺✼✵✵✶ ✶✻✵✶✴ ✶✵✺✻ ✾✸✸✺✴ ✶✻✵✶
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✷✻✯✯✯ ✵✳✵✹ ✵✳✶✾✯✯✯
N1/N0 ✶✵✽✺✴✻✵✷✹✹ ✶✻✺✻✴ ✶✵✽✺ ✾✺✽✵✴ ✶✻✺✻
❈❛♣✐+❛❧
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✷✼✯✯✯ ✵✳✵✹ ✵✳✶✾✯✯✯
N1/N0 ✶✷✹✼✴✼✷✽✽✶ ✶✾✶✺✴ ✶✷✹✼ ✶✵✷✹✾✴ ✶✾✶✺
■♥✈❡-+♠❡♥+
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✷✺✯✯✯ ✵✳✵✹ ✵✳✶✾✯✯✯
N1/N0 ✶✷✵✺✴✻✽✵✵✺ ✶✽✼✹✴ ✶✷✵✺ ✶✵✵✺✻✴ ✶✽✼✹
❊♠♣❧♦②❡❡-
H0 : F
1 ≤ F 0 ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵ ✲✵✳✵✵
H0 : F
1 = F 0 ✵✳✷✹✯✯✯ ✵✳✵✸ ✵✳✷✵✯✯✯
N1/N0 ✶✷✵✹✴✻✼✸✽✸ ✶✽✻✷✴ ✶✷✵✹ ✶✵✶✺✷✴ ✶✽✻✷
◆♦"❡$✿ ❘❡♣♦$%❡❞ %❡'% '%❛%✐'%✐❝' ❛$❡ ❢$♦♠ %✇♦✲'❛♠♣❧❡ ❑♦❧♠♦❣♦$♦✈✲❙♠✐$♥♦✈ %❡'%' ❢♦$ ✜$'%✲♦$❞❡$ '%♦❝❤❛'%✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡
✜$♠ ❝❤❛$❛❝%❡$✐'%✐❝' ❞✐'%$✐❜✉%✐♦♥' ♦❢ %✇♦ ❣$♦✉♣' ♦❢ ✜$♠'✳ ❚❡'% $❡'✉❧%' ❢♦$ %❤❡ ♦♥❡✲'✐❞❡❞ ♥✉❧❧ ❤②♣♦%❤❡'✐' F0 ≤ F1 ❛$❡ ♦♠✐%%❡❞✳ ❋✐$♠
❝❤❛$❛❝%❡$✐'%✐❝' ✐♥ ❧♦❣'✱ $❡❧❛%✐✈❡ %♦ ✐♥❞✉'%$②✲②❡❛$ ♠❡❛♥ ❛% ✹✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❈♦♥"✐♥✉❡ ✭◆♦"✮ ✐♥❞✐❝❛%❡' ❛ ✜$♠ %❤❛%
❞✐❞ ✭♥♦%✮ ❧♦❜❜② ✐♥ %✇♦ ❝♦♥'❡❝✉%✐✈❡ ②❡❛$'✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"❛," ✐♥❞✐❝❛%❡' ❛ ✜$♠ %❤❛% ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛$ " ❜✉% ❞✐❞ ♥♦% ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛$ "✲✶✳
❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"♦♣ ✐♥❞✐❝❛%❡' ❛ ✜$♠ %❤❛% ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛$ "✲✶ ❜✉% ❞✐❞ ♥♦% ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛$ "✳ ▼♦♥❡%❛$② ✈❛$✐❛❜❧❡' ❛$❡ ✐♥ ❝♦♥'%❛♥% ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥'✮✱ ❞❡✢❛%❡❞ ❜② %❤❡ ✐♥❞✉'%$② KK■✳ ❚❋K ✐' ✜$♠✲❧❡✈❡❧ %♦%❛❧ ❢❛❝%♦$ ♣$♦❞✉❝%✐✈✐%② ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ K❛❦❡' ✭✶✾✾✻✮
❡'%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉'%$② ♣$♦❞✉❝%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❛% %❤❡ ✷✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐' ❖♣❡,❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦,❡ ❉❡♣,❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦, ❈♦$"✳ ❈❛♣✐%❛❧ ✐' ;,♦♣❡,"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊@✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡'%♠❡♥% ✐' ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉,❡$✳✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
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❞✐✛❡/❡♥❝❡& ✐♥ ❣/♦✇%❤ /❛%❡& ❢♦/ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠& ❜② ❡&%✐♠❛%✐♥❣ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡8✉❛%✐♦♥✿
∆ lnYijt+1=β0+β1·Starterit+β2·Stopperit+β3·Continueit+β4·lnEmpit+αj+λt+ǫijt
✭✸✳✺✮
✇❤❡/❡ ∆ lnYijt+1 ❞❡♥♦%❡& %❤❡ ♦♥❡ ♣❡/✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❧♦❣ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ✐♥ ✜/♠ ❝❤❛/❛❝%❡/✐&%✐❝ Y ✳
❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛/✐❛❜❧❡& Starterit✱ Stopperit ❛♥❞ Continueit ❡8✉❛❧ ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜/♠& &%❛/%&✱
&%♦♣& ♦/ ❝♦♥%✐♥✉❡& ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ %✇♦ ❝♦♥&❡❝✉%✐✈❡ ♣❡/✐♦❞& [t−1, t]✱ /❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ■♥❞✉&%/② ❛♥❞
②❡❛/ ✜①❡❞ ❡✛❡❝%& ❛/❡ ❞❡♥♦%❡❞ ❜② αj ❛♥❞ λt✱ /❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❙%❛♥❞❛/❞ ❡//♦/& ❛/❡ ❝❧✉&%❡/❡❞
❛% %❤❡ ✜/♠✲❧❡✈❡❧✳
❘❡&✉❧%& ❢/♦♠ ❡&%✐♠❛%✐♥❣ ❡8✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❛/❡ /❡♣♦/%❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾✳ ■♥ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥ %♦
%❤❡ ❡&%✐♠❛%✐♦♥ /❡&✉❧%& ♦❢ ❡8✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✭&❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✮ ✇❤❡/❡ ♦♥❧② ❛ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ✇❛&
✐♥❝❧✉❞❡❞✱ %❤❡ /❡&✉❧%& ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾ ❛/❡ ♠✉❝❤ ♠♦/❡ ♥✉❛♥❝❡❞✳ ■❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛❞ ❛ ♣♦&✐%✐✈❡
❡✛❡❝% ♦♥ ✜/♠ ❣/♦✇%❤✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝% ♣♦&✐%✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%& ❢♦/ &%❛/%❡/& ❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✐♥❣
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠& ❛♥❞ %❤❡ ❡&%✐♠❛%❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%& ❢♦/ ❧♦❜❜② &%♦♣♣❡/& &❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛%✐✈❡
&✐❣♥✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾ %❤✐& ♣/❡❞✐❝%✐♦♥ ❤♦❧❞& ♦♥❧② ❢♦/ %❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❣/♦✇%❤ /❡❣/❡&&✐♦♥✱
✇❤❡/❡ ❧♦❜❜② &%❛/%❡/& ❡①♣❡/✐❡♥❝❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡/ ❣/♦✇%❤ /❛%❡& %❤❛♥ ❝♦♥%✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜/♠&✳
❋♦/ ❛❧❧ ♦%❤❡/ ✜/♠ ❝❤❛/❛❝%❡/✐&%✐❝& /❡&✉❧%& ❛/❡ ♥♦% ❛& ♣/❡❞✐❝%❡❞✳ ■♥ %❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧ ❣/♦✇%❤
❛♥❞ ✐♥✈❡&%♠❡♥% ❣/♦✇%❤✱ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥%& ❛/❡ ✐♥&✐❣♥✐✜❝❛♥%✱ ❝♦♥✜/♠✐♥❣ %❤❡ ✜♥❞✐♥❣& ♦❢ ❚❛❜❧❡
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❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② LL■✳ ❚❋L ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦)
♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ L❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲
❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡ ❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. <.♦♣❡."②✱ <❧❛♥" ❛♥❞ ❊A✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧
❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
 ❛"❡$ "❤❛" ❛ ❡ ♥♦" $"❛"✐$"✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡ ❡♥" ❢ ♦♠ "❤❡ ♦♥❡$ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜ ♠$✳ ❈♦♥$✐❞❡ ✐♥❣
$❛❧❡$ ❣ ♦✇"❤✱ ❧♦❜❜② $"❛ "❡ $ ❛♥❞ ❝♦♥"✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜ ♠$ ❞♦ ♥♦" ❡①♣❡ ✐❡♥❝❡ $"❛"✐$"✐❝❛❧❧②
$✐❣♥✐✜❝❛♥" ❣ ♦✇"❤  ❛"❡$✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ♦✈❡ ❛❧❧ ♣♦$✐"✐✈❡ ❣ ♦✇"❤ ♣ ❡♠✐✉♠ ✐$ ♠❛✐♥❧②
❞✉❡ "♦ "❤❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ ❣ ♦✇"❤  ❛"❡$ ♦❢ ❧♦❜❜② $"♦♣♣❡ $✳ ■♥ ❝♦♥" ❛$"✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾ ❛❧$♦ $❤♦✇$ "❤❛"
"❤❡ ♣♦$✐"✐✈❡ ❧♦❜❜② ♣ ❡♠✐✉♠ ❢♦ ❚❋A ❣ ♦✇"❤ ✐$ ♠❛✐♥❧② ❞ ✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥"✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜② ✜ ♠$
❛♥❞ ♥♦" ❜② ❧♦❜❜② $"❛ "❡ $✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡ ✐❡♥❝❡ ❛ ✭✐♥$✐❣♥✐✜❝❛♥"✮ ❞ ♦♣ ✐♥ ❚❋A ❣ ♦✇"❤  ❛"❡$✳
❚❤✉$✱ ❞✐$❡♥"❛♥❣❧✐♥❣ "❤❡ ❧♦❜❜② ♣ ❡♠✐✉♠ ✐♥ ❣ ♦✇"❤  ❛"❡$ ❣✐✈❡$ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦ ❡ ♥✉❛♥❝❡❞
♣✐❝"✉ ❡ ♦♥ "❤❡ ✐♥"❡ ❛❝"✐♦♥ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ✜ ♠ ❣ ♦✇"❤✱ $✉❣❣❡$"✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❡ ✐$ ♥♦
 ♦❜✉$"  ❡❧❛"✐♦♥$❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❧♦❜❜② $"❛"✉$ ❛♥❞ ✜ ♠ ❣ ♦✇"❤✳
✸✳✸✳✹ #$❡ ❧♦❜❜②✲❡♥,$② ♣$❡♠✐✉♠ ✐♥ ✜$♠ ❝❤❛$❛❝,❡$✐5,✐❝5
 !❡ ❧♦❜❜②✲❡♥)!② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ❧❡✈❡❧/✳ ❚♦ $❤❡❞ ♠♦ ❡ ❧✐❣❤" ♦♥ "❤❡ ❤②♣♦"❤❡$✐$ ✇❤❡"❤❡ 
✜ ♠$ ✇✐"❤ ❜❡""❡ ❝❤❛ ❛❝"❡ ✐$"✐❝$ $"❛ " ❧♦❜❜②✐♥❣ ✭$❡❧❢✲$❡❧❡❝"✐♦♥ ❤②♣♦"❤❡$✐$✮✱ ■ ❛♥❛❧②③❡
♣ ❡ ❧♦❜❜②✲❡♥" ② ❞✐✛❡ ❡♥❝❡$ ❜❡"✇❡❡♥ ❢✉"✉ ❡ ❧♦❜❜② $"❛ "❡ $ ❛♥❞ ✜ ♠$ "❤❛"  ❡♠❛✐♥ ♥♦♥✲
❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❙"✉❞②✐♥❣ ♣ ❡ ❧♦❜❜②✲❡♥" ② ❞✐✛❡ ❡♥❝❡$ ✐$ ♦♥❧② ♣♦$$✐❜❧❡ ✇✐"❤ ♣❛♥❡❧ ❞❛"❛ ❝♦✈❡ ✐♥❣
❛ ❧♦♥❣ ♣❡ ✐♦❞ ♦❢ "✐♠❡ ❛♥❞ ✇✐"❤ $✉✣❝✐❡♥" ✈❛ ✐❛"✐♦♥ ✐♥ ❧♦❜❜② ❡♥" ②✳ ❈♦✈❡ ✐♥❣ ❛ ♣❡ ✐♦❞ ♦❢
✶✷ ②❡❛ $ ✇✐"❤ ✶✱✾✻✽ ❧♦❜❜② $"❛ "❡ $✱ ♠② ❞❛"❛ ❢✉❧✜❧❧$ ❜♦"❤  ❡K✉✐ ❡♠❡♥"$✳
■♥ ♣❛ "✐❝✉❧❛ ✱ ■ ❝♦♥$✐❞❡ "❤❡ $✉❜$❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ✜ ♠$ "❤❛" ❞✐❞ ♥♦" ❧♦❜❜② ✐♥ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧
②❡❛ ♦❢ ♠② ❞❛"❛ $❡" ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❡$"✐♠❛"❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡K✉❛"✐♦♥✿
lnYij,1999 = β0 + β1 · LobbyiT + β2 · lnEmpi,1999 + αj + ǫij, ✭✸✳✻✮
✇❤❡ ❡ LobbyiT ✐$ ❛ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ✈❛ ✐❛❜❧❡ "❤❛" ❡K✉❛❧$ ♦♥❡ ✐❢ ✜ ♠ i ✐$ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ②❡❛ T ✳
❈♦♥$❡K✉❡♥"❧②✱ "❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" β1 ♠❡❛$✉ ❡$ "❤❡ ♣ ❡♠✐✉♠ ✐♥ ✜ ♠ ❝❤❛ ❛❝"❡ ✐$"✐❝$ ✐♥ 1999
✼✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✶✾✾✾ ❢♦, ❢✉%✉,❡ ❧♦❜❜② 3%❛,%❡,3
❉❡♣✳ ❱❛,✐❛❜❧❡ ✭✐♥ ❧♦❣3✮✿ ❙❛❧❡3 ❚❋> ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡3%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡3
▲♦❜❜② ✐♥ ✷✵✶✵ ✵✳✶✷✼
∗∗∗
✵✳✵✼✵
∗∗
✵✳✶✸✷
∗∗∗
✵✳✵✼✶ ✵✳✶✽✾
∗∗∗
✶✳✻✷✾
∗∗∗
✭✵✳✵✹✽✽✮ ✭✵✳✵✸✹✺✮ ✭✵✳✵✸✼✽✮ ✭✵✳✵✹✸✹✮ ✭✵✳✵✺✶✷✮ ✭✵✳✵✾✻✸✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡3 ✐♥ ✶✾✾✾ ✶✳✵✷✶
∗∗∗
✵✳✵✼✻
∗∗∗
✶✳✵✶✺
∗∗∗
✶✳✵✻✻
∗∗∗
✶✳✵✺✼
∗∗∗
✭✵✳✵✵✽✻✮ ✭✵✳✵✵✻✷✮ ✭✵✳✵✵✼✽✮ ✭✵✳✵✵✽✽✮ ✭✵✳✵✶✵✶✮
❘✲3M✉❛,❡❞ ✵✳✽✸ ✵✳✹✺ ✵✳✽✽ ✵✳✽✺ ✵✳✼✾ ✵✳✷✾
❖❜3❡,✈❛%✐♦♥3 ✽✶✺✾ ✻✽✹✼ ✼✵✼✹ ✼✽✽✽ ✻✾✻✾ ✽✶✻✷
✹✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡3 ❨❡3 ❨❡3 ❨❡3 ❨❡3 ❨❡3
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ✷✵✶✵ ❡8✉❛❧.
♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ✷✵✶✵✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳
▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② KK■✳ ❚❋K ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞
❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ K❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡0❛"✐♥❣
■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦0❡ ❉❡♣0❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦0 ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. <0♦♣❡0"②✱ <❧❛♥" ❛♥❞ ❊@✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉0❡$✳ ✯
p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❢♦" ❢✉$✉"❡ ❧♦❜❜② )$❛"$❡")✳ ■♥❞✉)$"② ✜①❡❞ ❡✛❡❝$) ❛"❡ ❞❡♥♦$❡❞ ❜② αj✳
✸✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵ )✉♠♠❛"✐③❡) $❤❡ "❡)✉❧$) ❢"♦♠ ❡)$✐♠❛$✐♥❣ ❡<✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❢♦" T = 2010✱ $❤❡
❧♦♥❣❡)$ ❢❡❛)✐❜❧❡ ❤♦"✐③♦♥ ✐♥ ♠② ❞❛$❛ )❡$✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠) ✐♥ 1999✱ ✜"♠)
$❤❛$ )$❛"$ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✉♥$✐❧ ✷✵✶✵ ✭❛♥❞ ❛"❡ )$✐❧❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✵✮ ❛❧"❡❛❞② ❤❛❞ ❜❡$$❡" ✜"♠
❝❤❛"❛❝$❡"✐)$✐❝) ✐♥ 1999✳ ❈♦♥$"♦❧❧✐♥❣ ❢♦" ✜"♠ )✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉)$"② ✜①❡❞ ❡✛❡❝$)✱ ❢✉$✉"❡ ❧♦❜❜②
)$❛"$❡") ❛"❡ ♦♥ ❛✈❡"❛❣❡ 7.0 ♣❡"❝❡♥$❛❣❡ ♣♦✐♥$) ♠♦"❡ ♣"♦❞✉❝$✐✈❡ ✭✐♥ ❚❋H✮ ❛♥❞ )❡❧❧ 12.7
♣❡"❝❡♥$❛❣❡ ♣♦✐♥$) ♠♦"❡✱ )❤♦✇✐♥❣ $❤❛$ $❤❡)❡ ❡)$✐♠❛$❡) ❛"❡ ❛❧)♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② "❡❧❡✈❛♥$✳
❚❤✉)✱ ❜❡$$❡" ✜"♠ ❝❤❛"❛❝$❡"✐)$✐❝) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠) ♣"❡❞❛$❡ $❤❡✐" ❧♦❜❜② ❡♥$"②✱ ♣"♦✈✐❞✐♥❣
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦" ♦❢ ❛ )❡❧❡❝$✐♦♥✲✐♥$♦✲❧♦❜❜②✐♥❣ ❤②♣♦$❤❡)✐)✳
❚♦ )❤♦✇ $❤❡ "♦❜✉)$♥❡)) ♦❢ $❤❡)❡ ✜♥❞✐♥❣)✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶ ■ ❡)$✐♠❛$❡ ❞✐✛❡"❡♥$
)♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❡<✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳ ❚❛❜❧❡) ✸✳✷✺ ✕ ✸✳✷✽ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶ )❤♦✇ $❤❛$ ♥❡✐$❤❡"
✈❛"②✐♥❣ $❤❡ ❤♦"✐③♦♥ T ♥♦" ❝❤❛♥❣✐♥❣ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ♣❡"✐♦❞ $♦ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✺ ♦" ✷✵✵✽ ❝❤❛♥❣❡ $❤❡
"❡)✉❧$) <✉❛❧✐$❛$✐✈❡❧②✳ ❆❝"♦)) ❛❧❧ )♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥)✱ $❤❡"❡ ✐) "♦❜✉)$ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦" ❛♥ ❡①✲❛♥$❡
❧♦❜❜② ♣"❡♠✐✉♠ ✐♥ $❤❡ ❧❡✈❡❧) ♦❢ ✜"♠) ❝❤❛"❛❝$❡"✐)$✐❝)✳
 !❡ ❧♦❜❜②✲❡♥)!② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ❣!♦✇)❤ !❛)❡2✳ ❚♦ ❡①♣❧♦"❡ $❤❡ "❡❧❛$✐♦♥)❤✐♣ ❜❡$✇❡❡♥
❢✉$✉"❡ ❧♦❜❜② ❡♥$"② ❛♥❞ ✜"♠ ❣"♦✇$❤✱ ■ ❛❣❛✐♥ "❡)$"✐❝$ $❤❡ )❛♠♣❧❡ $♦ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠) ✐♥
$❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ②❡❛" ♦❢ ♠② ❞❛$❛ )❡$ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❡)$✐♠❛$❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡<✉❛$✐♦♥✿
%∆Yi,T−1 =
lnYi,T−1 − lnYi,1999
(T − 1)− 1999
= β0 + β1 ·LobbyiT + β2 · lnEmpi,1999 +αj + ǫij, ✭✸✳✼✮
✇❤❡"❡ %∆Yi,T−1 ✐) ❛✈❡"❛❣❡ ✜"♠ ❣"♦✇$❤ ❜❡$✇❡❡♥ ✶✾✾✾ ❛♥❞ T−1✱ )✉❝❤ $❤❛$ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$
♦❢ $❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛"✐❛❜❧❡ LobbyiT ♠❡❛)✉"❡) $❤❡ ❡①✲❛♥$❡ ♣"❡♠✐✉♠ ✐♥ ❛✈❡"❛❣❡ ❣"♦✇$❤ "❛$❡)
❢♦" ❢✉$✉"❡ ❧♦❜❜② )$❛"$❡") ❢♦" $❤❡ (T − 1)− 1999 ②❡❛") )✐♥❝❡ ✶✾✾✾✳ ■♥❞✉)$"② ✜①❡❞ ❡✛❡❝$)
❛"❡ ❞❡♥♦$❡❞ ❜② αj✳
✸✻
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶ )✉♠♠❛"✐③❡) $❤❡ "❡)✉❧$) ❢"♦♠ ❡)$✐♠❛$✐♥❣ ❡<✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❢♦" T = 2010✱ $❤❡
❧♦♥❣❡)$ ❢❡❛)✐❜❧❡ ❤♦"✐③♦♥ ✐♥ ♠② ❞❛$❛ )❡$✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠) ✐♥ 1999✱ ✜"♠)
$❤❛$ )$❛"$ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✉♥$✐❧ 2010 ✭❛♥❞ ❛"❡ )$✐❧❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ 2010✮ ❡①♣❡"✐❡♥❝❡ ❢❛)$❡" ❛✈❡"❛❣❡
✸✺
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✸✻
❆ (✐♠✐❧❛# ❡(2✐♠❛2✐♦♥ (2#❛2❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❡#♥❛#❞ ❛♥❞ ❏❡♥(❡♥ ✭✶✾✾✾✮ ✇❤♦ (❤♦✇ 2❤❛2 ✜#♠( ❛❧#❡❛❞②
❡①♣❡#✐❡♥❝❡ ❢❛(2❡# ❣#♦✇2❤ #❛2❡( ❜❡❢♦#❡ ❡♥2❡#✐♥❣ ❡①♣♦#2✐♥❣✳
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∗∗∗
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∗
✵✳✵✹✼
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✵✳✵✻✻
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✵✳✵✻✻
∗∗∗
✵✳✵✸✸
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∗∗∗
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✲✵✳✵✶✹
∗∗∗
✲✵✳✵✵✾
∗∗∗
✲✵✳✵✵✾
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&♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ O❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙
❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡0❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦0❡ ❉❡♣0❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦0 ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. <0♦♣❡0"②✱ <❧❛♥" ❛♥❞ ❊@✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥&
✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉0❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❣!♦✇$❤ ❜❡$✇❡❡♥ 1999 ❛♥❞ 2009✳ ●✐✈❡♥ $❤❛$ β1 ♠❡❛0✉!❡0 ❣!♦✇$❤ !❛$❡ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛❧0✱ $❤❡
♠❛❣♥✐$✉❞❡0 ♦❢ $❤❡ ❡0$✐♠❛$❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$0 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶ ❛!❡ 0✉❜0$❛♥$✐❛❧✳ ❋♦! ✐♥0$❛♥❝❡✱ ♦✈❡!
$❤❡ ❡♥$✐!❡ ♣❡!✐♦❞ 1999 − 2009 $❤❡ ❡0$✐♠❛$❡❞ ❡①✲❛♥$❡ ♣!❡♠✐✉♠ ♦❢ 6.7 ♣❡!❝❡♥$❛❣❡ ♣♦✐♥$0
✐♥ 0❛❧❡ ❣!♦✇$❤ ✭✜!0$ ❝♦❧✉♠♥✮ ❛❝❝!✉❡0 $♦ ❛ ❞✐✛❡!❡♥❝❡0 ✐♥ ✜!♠ 0❛❧❡0 ♦❢ 73.7 ♣❡!❝❡♥$❛❣❡
♣♦✐♥$0✳ ❚❤✉0✱ ❤✐❣❤❡! ❣!♦✇$❤ !❛$❡0 ✐♥ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝$❡!✐0$✐❝0 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠0 ❛❧0♦ ♣!❡❞❛$❡
$❤❡✐! ❧♦❜❜② ❡♥$!②✳
●✐✈❡♥ $❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡!✐♦❞ ♦❢ $✐♠❡ ❝♦♥0✐❞❡!❡❞✱ $❤❡!❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 0♦♠❡ ✐♥✐$✐❛❧❧② ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣
✜!♠0 $❤❛$ 0$❛!$ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❜❡❢♦!❡ ✷✵✶✵✳ ■❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛❞ $!✉❧② ❛ ♣♦0✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$ ♦♥ ✜!♠
❣!♦✇$❤✱ $❤❡ ❡0$✐♠❛$❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ LobbyiT ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐0 ✐00✉❡ ✐0 ❧✐❦❡❧② $♦
❜❡ ♦❢ ♠♦!❡ ✐♠♣♦!$❛♥❝❡ ✇✐$❤ ❛ ❧♦♥❣ $✐♠❡ ❤♦!✐③♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦! $❤✐0✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✶
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✸✳❆✳✶ 0❤♦✇✱ ❡0$✐♠❛$✐♥❣ $❤❡0❡ ❞✐✛❡!❡♥$ 0♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥0 ♦❢ ❡M✉❛$✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❧❡❛❞0 $♦ 0✐♠✐❧❛!
!❡0✉❧$0✳
❚♦ 0✉♠♠❛!✐③❡✱ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✸✳✸ ■ ✜♥❞ ❛ ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ $❤❡ ❧❡✈❡❧0 ♦❢ ✜!♠0 ❝❤❛!❛❝$❡!✐0$✐❝0
❢♦! ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠0 ❛♥❞ ❢♦! 0✉❜0✐❞✐③❡❞ ✜!♠0✳ ❚❤✐0 !❡0✉❧$ ❤♦❧❞0 ♥♦$ ❥✉0$ ♦♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❜✉$
❛❧0♦ ❜② ✜!0$✲♦!❞❡! 0$♦❝❤❛0$✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❉✐0❡♥$❛♥❣❧✐♥❣ $❤❡ ❧♦❜❜② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ $❤❡ ❧❡✈❡❧0
♦❢ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝$❡!✐0$✐❝0 ✇✐$❤ !❡0♣❡❝$ $♦ ✜!♠0✬ ❧♦❜❜② 0$❛$✉0✱ ■ 0❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❧♦❜❜② ♣!❡✲
♠✐✉♠ ✐0 ❞✉❡ $♦ ❝♦♥$✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠0✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛!❡❞ $♦ $❤❡0❡ ✜!♠0 ❧♦❜❜② 0$❛!$❡!0
❞♦ ♥♦$ ❡①♣❡!✐❡♥❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ♣!❡♠✐✉♠✳ ❲✐$❤ !❡0♣❡❝$ $♦ ✜!♠ ❣!♦✇$❤✱ !❡0✉❧$0 ❛!❡ ♠♦!❡
♥✉❛♥❝❡❞✳ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠0 ❡①♣❡!✐❡♥❝❡ ❢❛0$❡! ❢✉$✉!❡ ❣!♦✇$❤ ♦♥❧② ✐♥ 0♦♠❡ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝$❡!✲
✐0$✐❝0✳ ❉✐0❡♥$❛♥❣❧✐♥❣ $❤❡ ❧♦❜❜② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ♦♥❡ ♣❡!✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❣!♦✇$❤ !❛$❡0✱ ■ ✜♥❞ $❤❛$
$❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ♣♦0✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$0 ❢♦! 0$❛!$❡!0 ❛♥❞ ❝♦♥$✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠0 ❛♥❞ $❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞
♥❡❣❛$✐✈❡ ❡✛❡❝$ ❢♦! ❧♦❜❜② 0$♦♣♣❡!0 ❛!❡ ♦♥❧② ❝♦♥✜!♠❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❣!♦✇$❤ !❡❣!❡0✲
0✐♦♥✳ ❋♦! ❛❧❧ ♦$❤❡! ✜!♠ ❝❤❛!❛❝$❡!✐0$✐❝0✱ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ❧♦❜❜② 0$❛$✉0 ♦♥ ❣!♦✇$❤ !❛$❡0
✐0 ❛♠❜✐❣✉♦✉0 ❛♥❞ ❧❡00 !♦❜✉0$✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❝❧♦0❡! ❛$ $❤❡ !❡❧❛$✐♦♥0❤✐♣ ❜❡$✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
✜!♠ ❣!♦✇$❤✱ ■ ❝❛♥♥♦$ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ $❤❛$ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❧♦❜❜② 0$❛$✉0 ❤❛0 ❛ ❝❧❡❛! ❛♥❞ !♦❜✉0$
✽✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❡✛❡❝# ♦♥ ❧♦♥❣✲)✉♥ ❣)♦✇#❤ )❛#❡.✳ ❚♦ #❤❡ ❝♦♥#)❛)②✱ ■ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦) ❛ ♣)❡ ❧♦❜❜②✲❡♥#)②
♣)❡♠✐✉♠ ✐♥ ❜♦#❤ ❧❡✈❡❧. ❛♥❞ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇#❤ )❛#❡.✱ .✉❣❣❡.#✐♥❣ #❤❛# ❞✐✛❡)❡♥❝❡. ❜❡#✇❡❡♥
❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜)♠. ♣)❡❞❛#❡ ❧♦❜❜② ❡♥#)②✳ ❚❤✉.✱ ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# ✜)♠. ✇✐#❤
.✉♣❡)✐♦) ❝❤❛)❛❝#❡)✐.#✐❝. .❡❧❢✲.❡❧❡❝# ✐♥#♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✸✳✹ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ,❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ 2❡❝❡✐✈✐♥❣ 5✉❜5✐❞✐❡5
✸✳✹✳✶ ▲✐♥❡❛) ♣)♦❜❛❜✐❧✐.② ♠♦❞❡❧
❚♦ ❡①♣❧♦)❡ ✇❤❡#❤❡) ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜)♠. ❛)❡ ♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② #♦ )❡❝❡✐✈❡ .✉❜.✐❞✐❡.✱ ■ )✉♥ ❛ ❧✐♥❡❛)
♣)♦❜❛❜✐❧✐#② ♠♦❞❡❧ ✇✐#❤ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥✿
Dijt = β0 + β1 · Lobbyit + β2 · lnEmpit + αj + λt + ǫijt, ✭✸✳✽✮
✇❤❡)❡ Dijt ✐. ❛ .✉❜.✐❞② ❞✉♠♠② #❤❛# ✐♥❞✐❝❛#❡. ❡✐#❤❡) ❛ .✉❜.✐❞② ❢)♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱
■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥#. ♦) #❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ #❤♦.❡ ✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮✳ Lobbyit ✐. #❤❡ ❧♦❜❜②
❞✉♠♠② #❤❛# ❡G✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡. ✐♥ ②❡❛) t ❛♥❞ lnEmpit ❞❡♥♦#❡. ❧♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡. ♦❢
❛ ✜)♠✳ ■♥❞✉.#)② ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝#. ❛)❡ ❞❡♥♦#❡❞ ❜② αj ❛♥❞ λt✱ )❡.♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❙#❛♥❞❛)❞
❡))♦). ❛)❡ ❝❧✉.#❡)❡❞ ❛# #❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷ .✉♠♠❛)✐③❡. #❤❡ )❡.✉❧#. ❢)♦♠ ❡.#✐♠❛#✐♥❣ ❡G✉❛#✐♦♥ ✭✸✳✽✮✳ ❆❝)♦.. ❛❧❧ #②♣❡.
♦❢ .✉❜.✐❞✐❡.✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ .✐❣♥✐✜❝❛♥#❧② ✐♥❝)❡❛.❡. #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ .✉❜.✐❞✐③❡❞ ❛# #❤❡
♦♥❡ ♣❡)❝❡♥# ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♣❛)#✐❝✉❧❛)✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥❝)❡❛.❡. #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ #♦ ❜❡ ✐❞❡♥#✐✜❡❞ ✐♥
#❤❡ ❙✉❜.✐❞②✲❚)❛❝❦❡) ❞❛#❛ ❜② 7.6 ♣❡)❝❡♥#❛❣❡ ♣♦✐♥#.✱ #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢❡❞❡)❛❧ ❣)❛♥# ❜② 3.9
♣❡)❝❡♥#❛❣❡ ♣♦✐♥#.✱ #♦ ❜❡♥❡✜# ❢)♦♠ ■❚❈ ❜② 2.5 ♣❡)❝❡♥#❛❣❡ ♣♦✐♥#. ❛♥❞ #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛♥②
.✉❜.✐❞② ❜② 10.7 ♣❡)❝❡♥#❛❣❡ ♣♦✐♥#.✳ ❚❤❡.❡ ❡.#✐♠❛#❡❞ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝#. ❛)❡ ❧❛)❣❡ ❛♥❞ ❛❧.♦
❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② )❡❧❡✈❛♥#✳ ❚♦ ✐♥#❡)♣)❡# #❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ )❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡.❡ )❡.✉❧#.✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♠♣❛)❡ #❤❡ ❡.#✐♠❛#❡❞ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝#. ✇✐#❤ #❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐#✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛
♣❛)#✐❝✉❧❛) .✉❜.✐❞② ✭)❡♣♦)#❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❋♦) ✐♥.#❛♥❝❡✱ #❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐#✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
#♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛♥② .✉❜.✐❞② ✐. ♦♥❧② 11.12% ✐♥ ♠② .❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ❛♥ ✐♥❝)❡❛.❡ ♦❢ 10.7
♣❡)❝❡♥#❛❣❡ ♣♦✐♥#. ✐♥ #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛♥② .✉❜.✐❞② ♠❛❦❡. ❛ ✜)♠
10.7
11.12
∗100% ≈ 96%
♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛♥② .✉❜.✐❞②✳ ❙✐♠✐❧❛)❧②✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜)♠. ❛)❡ ❡✈❡♥
3.9
1.89
∗100% ≈ 206%
♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② #♦ )❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢❡❞❡)❛❧ ❣)❛♥#✳
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✷✱ ■ ♣❡)❢♦)♠ .❡✈❡)❛❧ )♦❜✉.#♥❡.. ❝❤❡❝❦. ❢♦) #❤❡ ❧✐♥❡❛) ♣)♦❜❛❜✐❧✐#②
♠♦❞❡❧✳ ❋✐).#✱ ■ .❤♦✇ #❤❛# ♠② )❡.✉❧#. ❛)❡ )♦❜✉.# #♦ ❡.#✐♠❛#✐♥❣ ❡G✉❛#✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛♥ ✐♥#❡)❛❝#✐♦♥ #❡)♠ ♦❢ #❤❡ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ❛♥❞ ✜)♠ .✐③❡ ✭❧♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡.✮✳ ■♥ ❢❛❝#✱ ■ .❤♦✇
#❤❛# #❤❡ ♣♦.✐#✐✈❡ ❡✛❡❝# ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐. ✐♥❝)❡❛.✐♥❣ ✐♥ ✜)♠ .✐③❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ #♦ ❛❝❝♦✉♥# ❢♦) #❤❡
#❤❡ ❢❛❝# #❤❛# #❤❡ .✉❝❝❡.. ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♠❛② ❛❧.♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ #❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ♦#❤❡)
✜)♠. ✇✐#❤✐♥ #❤❡ .❛♠❡ ✐♥❞✉.#)②✱ ■ ❡.#✐♠❛#❡ ❡G✉❛#✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❝♦♥#)♦❧❧✐♥❣ ❢♦) #❤❡ ✐♥❞✉.#)②
.❤❛)❡ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜)♠. ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛)✳ ❆. ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✹ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✷ .❤♦✇.✱ #❛❦✐♥❣
#❤❡ ✐♥❞✉.#)② .❤❛)❡ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜)♠. ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#✱ ❛❝)♦.. ❛❧❧ #②♣❡. ♦❢ .✉❜.✐❞✐❡. ■ .#✐❧❧
✜♥❞ ❛ .✐❣♥✐✜❝❛♥# ❛♥❞ ♣♦.✐#✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❢♦) #❤❡ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠②✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❢♦) ❙✉❜.✐❞②✲
❚)❛❝❦❡) ❞❛#❛✱ ❢❡❞❡)❛❧ ❣)❛♥#. ❛♥❞ ❛❧❧ .✉❜.✐❞✐❡. ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ #❤❡ ✐♥#❡)❛❝#✐♦♥ ❡✛❡❝# ♦❢ #❤❡ ❧♦❜❜②
❞✉♠♠② ❛♥❞ #❤❡ ✐♥❞✉.#)② ❧♦❜❜② .❤❛)❡ ✐. ♣♦.✐#✐✈❡ ❛♥❞ .✐❣♥✐✜❝❛♥#✱ ✐♥❞✐❝❛#✐♥❣ #❤❛# ❧♦❜❜②✐♥❣
✜)♠. ❛)❡ ❡✈❡♥ ♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② #♦ )❡❝❡✐✈❡ .✉❜.✐❞✐❡. ✐❢ ❛ ❧❛)❣❡ ❢)❛❝#✐♦♥ ♦❢ ✜)♠. ✇✐#❤✐♥ #❤❡ .❛♠❡
✸✳✹✳ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❚❍❊ ▲■❑❊▲■❍❖❖❉ ❖❋ ❘❊❈❊■❱■◆● ❙❯❇❙■❉■❊❙ ✽✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷✿ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ (♦ )❡❝❡✐✈❡ ,✉❜,✐❞✐❡, ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣
❉❡♣❡♥❞❡♥( ❱❛)✐❛❜❧❡✿
❉✉♠♠② ❢♦) ❙✉❜,✐❞②✲❚)❛❝❦❡) ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥(, ■❚❈ ❆♥② ,✉❜,✐❞②
▲♦❜❜② ✵✳✵✼✻
∗∗∗
✵✳✵✸✾
∗∗∗
✵✳✵✷✺
∗∗∗
✵✳✶✵✼
∗∗∗
✭✵✳✵✵✺✶✮ ✭✵✳✵✵✹✷✮ ✭✵✳✵✵✻✶✮ ✭✵✳✵✵✼✹✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡, ✵✳✵✶✹
∗∗∗
✵✳✵✵✷
∗∗∗
✵✳✵✵✾
∗∗∗
✵✳✵✷✶
∗∗∗
✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮
❈♦♥,(❛♥( ✲✵✳✵✶✺ ✲✵✳✵✶✸
∗∗∗
✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✸✺
✭✵✳✵✷✵✹✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✶✹✸✮ ✭✵✳✵✸✵✹✮
❘✲,N✉❛)❡❞ ✵✳✶✵ ✵✳✵✻ ✵✳✶✵ ✵✳✶✹
❖❜,❡)✈❛(✐♦♥, ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸
❈❧✉,(❡), ✶✹✸✾✷ ✶✹✸✾✷ ✶✹✸✾✷ ✶✹✸✾✷
❨❡❛) ❋❊ ❨❡, ❨❡, ❨❡, ❨❡,
✹✲❞✐❣✐( ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡, ❨❡, ❨❡, ❨❡,
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐- ❛ ❞✉♠♠② &❤❛& ✐♥❞✐❝❛&❡- ❡✐&❤❡) ❛ -✉❜-✐❞② ❢)♦♠ ❙✉❜-✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧
●)❛♥&- ♦) &❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦-❡ ✭❛♥② -✉❜-✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡?✉❛❧- ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛)
"✳ ❆❧❧ )❡❣)❡--✐♦♥- ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&- ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&-✳ ❘♦❜✉-& -&❛♥❞❛)❞ ❡))♦)- ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥
♣❛)❡♥&❤❡-❡- ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉-&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✐♥❞✉$%&② ✐$ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❆$ ❛ %❤✐&❞ &♦❜✉$%♥❡$$ ❝❤❡❝❦✱ ■ ❛❧$♦ ❡$%✐♠❛%❡ ❛ 6&♦❜✐%
♠♦❞❡❧✳ ■% ✐$ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ %❤❛% ❧✐♥❡❛& ♣&♦❜❛❜✐❧✐%② ♠♦❞❡❧$✱ ✇❤✐❧❡ ✉$✉❛❧❧② ❞❡❧✐✈❡&✐♥❣ &❡❧✐❛❜❧❡
♠❛&❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝%$✱ ♠❛② ❧❡❛❞ %♦ ♥❡❣❛%✐✈❡ ♣&❡❞✐❝%❡❞ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%✐❡$✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛$ ❚❛❜❧❡$ ✸✳✸✺
❛♥❞ ✸✳✸✻ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✷ $❤♦✇✱ %❤❡ $✐❣♥ ❛♥❞ $✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ %❤❡ ♠❛&❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝%$
❛&❡ &♦❜✉$% %♦ ❡$%✐♠❛%✐♥❣ ❛ 6&♦❜✐% ♠♦❞❡❧ ❜♦%❤ ✇✐%❤ ❛♥❞ ✇✐%❤♦✉% ❛♥ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ %❡&♠✳
❋♦& %❤❡ &❡$❡❛&❝❤ E✉❡$%✐♦♥$ ♦❢ %❤✐$ ♣❛♣❡&✱ ♠❛&❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝%$ ❛&❡ ♠✉❝❤ ♠♦&❡ &❡❧❡✈❛♥% %❤❛♥
♣&❡❞✐❝%❡❞ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%✐❡$✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ %❛❦✐♥❣ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❧✐♠✐%❛%✐♦♥$✱ ■ &❡❧② ♦♥
❧✐♥❡❛& ♣&♦❜❛❜✐❧✐%② ♠♦❞❡❧$ ❢♦& %❤❡ &❡$% ♦❢ %❤❡ ♣❛♣❡&✳
✸✳✹✳✷ ▲✐♥❡❛) ♣)♦❜❛❜✐❧✐.② ♠♦❞❡❧ ✕ ❞✐3❡♥.❛♥❣❧❡❞
❚♦ ✐♥✈❡&'✐❣❛'❡ ✇❤❡'❤❡, ❧♦❜❜② &'❛,'❡,&✴&'♦♣♣❡,& ♦, ❝♦♥'✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠& ❛,❡ ♠♦,❡
❧✐❦❡❧② '♦ ,❡❝❡✐✈❡ &✉❜&✐❞✐❡&✱ ■ ,✉♥ ❛ ❧✐♥❡❛, ♣,♦❜❛❜✐❧✐'② ♠♦❞❡❧ ✇✐'❤ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &♣❡❝✐✜❝❛✲
'✐♦♥✿
Dijt = β0+β1·Starterit+β2·Stopperit+β3·Continueit+β4·lnEmpit+αj+λt+ǫijt, ✭✸✳✾✮
✇❤❡,❡ Dijt ✐& ❛ &✉❜&✐❞② ❞✉♠♠② '❤❛' ✐♥❞✐❝❛'❡& ❡✐'❤❡, ❛ &✉❜&✐❞② ❢,♦♠ ❙✉❜&✐❞②✲❚,❛❝❦❡,✱
■❚❈✱ ❋❡❞❡,❛❧ ●,❛♥'& ♦, '❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ '❤♦&❡ ✭❛♥② &✉❜&✐❞②✮✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛,✐❛❜❧❡&
Starterit✱ Stopperit ❛♥❞ Continueit ❡F✉❛❧ ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜,♠& &'❛,'&✱ &'♦♣& ♦, ❝♦♥'✐♥✉❡& ❧♦❜✲
❜②✐♥❣ ✐♥ '✇♦ ❝♦♥&❡❝✉'✐✈❡ ♣❡,✐♦❞& [t − 1, t]✱ ,❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ■♥❞✉&',② ❛♥❞ ②❡❛, ✜①❡❞ ❡✛❡❝'&
❛,❡ ❞❡♥♦'❡❞ ❜② αj ❛♥❞ λt✱ ,❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❙'❛♥❞❛,❞ ❡,,♦,& ❛,❡ ❝❧✉&'❡,❡❞ ❛' '❤❡ ✜,♠ ❧❡✈❡❧✳
❘❡&✉❧'& ❢,♦♠ ❡&'✐♠❛'✐♥❣ ❡F✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❛,❡ &❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✸✳ ❆❝,♦&& ❛❧❧ &✉❜&✐❞②
♠❡❛&✉,❡& ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛,✐&♦♥ '♦ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠&✱ &'❛,'❡,&✱ &'♦♣♣❡,& ❛♥❞ ❝♦♥'✐♥✉✐♥❣
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠& ❛,❡ ❛❧❧ ♠♦,❡ ❧✐❦❡❧② '♦ ❜❡ &✉❜&✐❞✐③❡❞✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ '❤❡ ♠❛❣♥✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡
❡&'✐♠❛'❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥'& ✐& ♠✉❝❤ ❧❛,❣❡, ❢♦, ❝♦♥'✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠& '❤❛♥ ❢♦, ❜♦'❤ &'❛,'❡,&
❛♥❞ &'♦♣♣❡,&✳ ❋♦, ✐♥&'❛♥❝❡✱ '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ ❝♦♥'✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠& ✐& ✹✳✾ '✐♠❡&
'❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ &'♦♣♣❡,& ✐♥ '❤❡ ❙✉❜&✐❞②✲❚,❛❝❦❡, ,❡❣,❡&&✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐' ✐& ✸✳✸ '✐♠❡& '❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ &'❛,'❡,& ✐♥ '❤❡ ❋❡❞❡,❛❧ ●,❛♥'& ,❡❣,❡&&✐♦♥✳ ❚❤✉&✱ ❞✐&❡♥'❛♥❣❧✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
✽✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✸✿ ❉✐"❡♥%❛♥❣❧✐♥❣ %❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ %♦ -❡❝❡✐✈❡ "✉❜"✐❞✐❡" ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣
❉❡♣❡♥❞❡♥% ❱❛-✐❛❜❧❡✿
❉✉♠♠② ❢♦- ❙✉❜"✐❞②✲❚-❛❝❦❡- ❋❡❞❡-❛❧ ●-❛♥%" ■❚❈ ❆♥② "✉❜"✐❞②
❙%❛-%❡- ❬✵✱✶❪ ✵✳✵✸✸
∗∗∗
✵✳✵✶✺
∗∗∗
✵✳✵✵✾ ✵✳✵✺✶
∗∗∗
✭✵✳✵✵✻✸✮ ✭✵✳✵✵✹✸✮ ✭✵✳✵✵✼✵✮ ✭✵✳✵✵✾✷✮
❙%♦♣♣❡- ❬✶✱✵❪ ✵✳✵✶✾
∗∗∗
✵✳✵✶✾
∗∗∗
✵✳✵✵✻ ✵✳✵✹✹
∗∗∗
✭✵✳✵✵✼✸✮ ✭✵✳✵✵✺✼✮ ✭✵✳✵✵✽✺✮ ✭✵✳✵✶✶✷✮
❈♦♥%✐♥✉❡ ❬✶✱✶❪ ✵✳✵✾✹
∗∗∗
✵✳✵✺✵
∗∗∗
✵✳✵✷✼
∗∗∗
✵✳✶✷✽
∗∗∗
✭✵✳✵✵✻✷✮ ✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✼✶✮ ✭✵✳✵✵✽✻✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡" ✵✳✵✶✹
∗∗∗
✵✳✵✵✷
∗∗∗
✵✳✵✵✾
∗∗∗
✵✳✵✷✵
∗∗∗
✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮
❈♦♥"%❛♥% ✲✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✾
∗∗∗
✲✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✷✹
✭✵✳✵✶✾✾✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✶✹✹✮ ✭✵✳✵✷✾✾✮
❘✲"R✉❛-❡❞ ✵✳✶✶ ✵✳✵✻ ✵✳✶✵ ✵✳✶✹
❖❜"❡-✈❛%✐♦♥" ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸ ✾✶✸✽✸
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◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐- ❛ ❞✉♠♠② &❤❛& ✐♥❞✐❝❛&❡- ❡✐&❤❡) ❛ -✉❜-✐❞② ❢)♦♠ ❙✉❜-✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧
●)❛♥&- ♦) &❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦-❡ ✭❛♥② -✉❜-✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❚❤❡ ❜❛-❡ ❣)♦✉♣ ❛)❡ ✜)♠- &❤❛& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ &✇♦
❝♦♥-❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛)-✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❈♦♥"✐♥✉❡ ✐♥❞✐❝❛&❡- ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡- ✐♥ &✇♦ ❝♦♥-❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛)-✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"❛,"❡,
✐♥❞✐❝❛&❡- ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) " ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛) "✲✶✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"♦♣♣❡, ✐♥❞✐❝❛&❡- ❛ ✜)♠ &❤❛&
❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✲✶ ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛) "✳ ❆❧❧ )❡❣)❡--✐♦♥- ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&- ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞
❡✛❡❝&-✳ ❘♦❜✉-& -&❛♥❞❛)❞ ❡))♦)- ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡-❡- ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉-&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀
✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
 ❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ,✉❜,✐❞✐③❡❞ ,✉❣❣❡, ,  ❤❛  ❤❡ ♣♦,✐ ✐✈❡ ♠❛3❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣
✭❛, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✷✮ ✐, ♠❛✐♥❧② ❞✉❡  ♦ ❝♦♥ ✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜3♠,✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛3✐,♦♥
 ♦  ❤❡,❡ ✜3♠,✱ ❧♦❜❜② , ❛3 ❡3, ❞♦ ♥♦ ❡①♣❡3✐❡♥❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧ ✐♥❝3❡❛,❡ ✐♥  ❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ 3❡❝❡✐✈✐♥❣ ,✉❜,✐❞✐❡,✳
✸✳✹✳✸ ▲✐♥❡❛( ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ♠♦❞❡❧ ✕ ❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧
❆, ♣3❡✈✐♦✉, 3❡,✉❧ , ✐♥ ❙❡❝ ✐♦♥, ✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✸✳✹✳✷ ❤❛✈❡ ,❤♦✇♥✱  ❤❡ ♣♦,✐ ✐✈❡ 3❡❧❛ ✐♦♥,❤✐♣
❜❡ ✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞  ❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞  ♦ 3❡❝❡✐✈❡ ,✉❜,✐❞✐❡, ✐, E✉✐ ❡ , 3♦♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ♦♥❡
♠❛② , ✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❞♦✉❜ ❛❜♦✉  ❤❡ ❡①✐, ❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛✉,❛❧ ❡✛❡❝ ✳ ❉✉❡  ♦ ♠② 3✐❝❤ ❞❛ ❛,❡ ✱
■ ♦❜,❡3✈❡ ♥♦ ♦♥❧②  ❤❡ ❢❡❞❡3❛❧ ❛❣❡♥❝②  ❤❛ ❛ ✜3♠ ❧♦❜❜✐❡❞✱ ❜✉ ❛❧,♦  ❤❡ ❢❡❞❡3❛❧ ❛❣❡♥❝②
 ❤❛ ✐, ❛❝ ✉❛❧❧② ❢✉♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛3 ✐❝✉❧❛3 ❢❡❞❡3❛❧ ❣3❛♥ ✳ ❚❤✐, ❛❧❧♦✇, ♠❡  ♦ ❣♦ ❛ , ❡♣ ❢✉3 ❤❡3
❛♥❞  ♦ ❡, ✐♠❛ ❡ ❛ ❧✐♥❡❛3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐ ② ♠♦❞❡❧✱ ♥♦ ❥✉, ❛  ❤❡ ✜3♠✲②❡❛3 ❧❡✈❡❧✱ ❜✉ ❛❧,♦ ❛ 
 ❤❡ ✜3♠✲②❡❛3✲❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳
✸✼
❆  ❤✐, ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐,❛❣❣3❡❣❛ ✐♦♥✱ ■ ❞❡✜♥❡  ✇♦ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧
❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡, ❢♦3 ♠② ❢✉3 ❤❡3 ❛♥❛❧②,✐,✳ ❚❤❡ ✜3, ❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡,  ❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣
❛❣❡♥❝② ♦❢ ❛ ❢❡❞❡3❛❧ ❣3❛♥ ✳ ❚❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡, ✇❤❡ ❤❡3 ❛ ✜3♠ ❧♦❜❜✐❡❞
❛ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛3✳ ●✐✈❡♥  ❤❡,❡ ❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡,✱ ■ ❡, ✐♠❛ ❡  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐♥❡❛3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐ ② ♠♦❞❡❧✿
GrantAgencyijta = β0+β1 ·LobbyAgencyita+β2 · lnEmpit+αj +λt+µa+ ǫijta, ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡3❡  ❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡ GrantAgencyijta ❡E✉❛❧, ♦♥❡ ✐❢ ✐♥ ②❡❛3 t ✜3♠ i 3❡❝❡✐✈❡, ❛
❣3❛♥ ❢3♦♠ ❛❣❡♥❝② a✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛3✐❛❜❧❡ LobbyAgencyita ❡E✉❛❧, ♦♥❡ ✐❢ ✐♥ ②❡❛3 t ✜3♠ i
✸✼
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❛ ❢❡❞❡)❛❧ ❣)❛♥& ❢)♦♠ ❛❣❡♥❝② ❛ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❆❣❡♥❝② ❡4✉❛❧- ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞
❛❣❡♥❝② ❛ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡4✉❛❧- ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❘♦❜✉-& -&❛♥❞❛)❞
❡))♦)- ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡-❡- ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉-&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
❧♦❜❜✐❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝② a✳ ■♥❞✉/01②✱ ②❡❛1 ❛♥❞ ❛❣❡♥❝② ✜①❡❞ ❡✛❡❝0/ ❛1❡ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② αj✱ λt
❛♥❞ µa✱ 1❡/♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❙0❛♥❞❛1❞ ❡11♦1/ ❛1❡ ❝❧✉/0❡1❡❞ ❛0 0❤❡ ✜1♠ ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ 1❡/✉❧0/ ❢1♦♠ ❡/0✐♠❛0✐♥❣ ❡<✉❛0✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❛1❡ /❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✹✳ ❋✐1♠/ ❧♦❜❜②✐♥❣
❛ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝② ❛1❡ ✷✳✻✲✷✳✽ ♣❡1❝❡♥0❛❣❡ ♣♦✐♥0/ ♠♦1❡ ❧✐❦❡❧② 0♦ 1❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢❡❞❡1❛❧ ❣1❛♥0 ❢1♦♠
❡①❛❝0❧② 0❤❡ /❛♠❡ ❛❣❡♥❝②✳ ❆❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥0/ ❛1❡ /0❛0✐/0✐❝❛❧❧② /✐❣♥✐✜❝❛♥0 ❛0 0❤❡ ♦♥❡ ♣❡1❝❡♥0
❧❡✈❡❧ ❛♥❞ 1♦❜✉/0 0♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ②❡❛1✱ ✐♥❞✉/01② ❛♥❞ ❛❣❡♥❝② ✜①❡❞ ❡✛❡❝0/✱ ✜1♠ /✐③❡ ❛♥❞ ❛
❞✉♠♠② ❢♦1 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡1❛❧✳ ❚❤✐/ ✭❣❡♥❡1❛❧✮ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ❛❝❝♦✉♥0/ ❢♦1 0❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0
/♦♠❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜1♠/ ❞♦ ♥♦0 ❧♦❜❜② ❛ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝②✳ ❚♦ ❜1✐♥❣ 0❤❡ ♠❛❣♥✐0✉❞❡ ♦❢ 0❤✐/
1❡/✉❧0/ ✐♥0♦ ♣❡1/♣❡❝0✐✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛1❡ 0❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0/ ♦❢ 0❤❡ ❣❡♥❡1❛❧ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠②
❛♥❞ 0❤❡ ❧♦❜❜② ❛❣❡♥❝② ❞✉♠♠②✳ ❉❡/♣✐0❡ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❧② /✐❣♥✐✜❝❛♥0✱ 0❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ♦❢ 0❤❡
✭❣❡♥❡1❛❧✮ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ✐/ ❜② ❛♥ ♦1❞❡1 ♦❢ ♠❛❣♥✐0✉❞❡ /♠❛❧❧❡1 0❤❛♥ 0❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ♦❢ 0❤❡
LobbyAgencyita ❞✉♠♠②✳ ❚❤✉/✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛10✐❝✉❧❛1 ❛❣❡♥❝② ✐/ ♠✉❝❤ ♠♦1❡ ✐♠♣♦10❛♥0 ❢♦1
1❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❢❡❞❡1❛❧ ❣1❛♥0 ❢1♦♠ ✐0 0❤❛♥ ❥✉/0 ❜❡✐♥❣ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛0 ❛❧❧✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳❆✳✷✱ ✇❤❡1❡ ■ ❡/0✐♠❛0❡ ❛♥ ❛❧0❡1♥❛0✐✈❡ ❧✐♥❡❛1 ♣1♦❜❛❜✐❧✐0② ♠♦❞❡❧ /✉♠♠❛1✐③✐♥❣ 0❤❡ ❛❣❡♥❝②
✐♥❢♦1♠❛0✐♦♥ ❛0 0❤❡ ✜1♠✲②❡❛1 ❧❡✈❡❧✱ ■ ❛❧/♦ ✜♥❞ ❛ /0❛0✐/0✐❝❛❧❧② /✐❣♥✐✜❝❛♥0 ♣♦/✐0✐✈❡ ❧✐♥❦
❜❡0✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡/ ❛♥❞ 1❡❝❡✐✈✐♥❣ ❣1❛♥0/✳
❚♦ /✉♠♠❛1✐③❡✱ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✸✳✹ ■ ✜♥❞ ❛ /01♦♥❣ ❛♥❞ 1♦❜✉/0 1❡❧❛0✐♦♥/❤✐♣ ❜❡0✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣
❛♥❞ 0❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ 0♦ 1❡❝❡✐✈❡ /✉❜/✐❞✐❡/✳ ❈♦♠♣❛1❡❞ 0♦ 0❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐0✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ 0♦
❜❡ /✉❜/✐❞✐③❡❞✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜1♠/ ❛1❡ ✉♣ 0♦ ✷✵✵✪ ♠♦1❡ ❧✐❦❡❧② 0♦ 1❡❝❡✐✈❡ ❛ ❢❡❞❡1❛❧ ❣1❛♥0✳
❉✐/❡♥0❛♥❣❧✐♥❣ 0❤❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝0 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✇✐0❤ 1❡/♣❡❝0 0♦ ✜1♠/✬ ❧♦❜❜② /0❛0✉/ /❤♦✇/
0❤❛0 0❤❡ ♣♦/✐0✐✈❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝0 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐/ ❞1✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥0✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜1♠/✳
▼♦1❡♦✈❡1✱ ❢♦❝✉/✐♥❣ ♦♥ ❢❡❞❡1❛❧ ❣1❛♥0/ ■ ❡/0✐♠❛0❡ ❛ ❧✐♥❡❛1 ♣1♦❜❛❜✐❧✐0② ♠♦❞❡❧ ❛0 0❤❡ ❤✐❣❤❧②
✽✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺✿ ❘❡"✉$♥& "♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✿ ♣$❡♠✐✉♠ ✐♥ "❤❡ ❛♠♦✉♥" ♦❢ &✉❜&✐❞✐❡&
❉❡♣❡♥❞❡♥" ❱❛$✐❛❜❧❡✿
❙✉❜&✐❞② ❛♠♦✉♥" ✭✐♥ ❧♦❣&✮ ❙✉❜&✐❞②✲❚$❛❝❦❡$ ❋❡❞❡$❛❧ ●$❛♥"& ■❚❈ ❆♥② &✉❜&✐❞②
▲♦❜❜② ✵✳✺✶✶
∗∗∗
✵✳✷✹✺ ✵✳✷✹✶
∗∗
✵✳✸✵✾
∗∗∗
✭✵✳✶✶✼✹✮ ✭✵✳✶✹✾✹✮ ✭✵✳✵✾✻✵✮ ✭✵✳✵✽✽✾✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡& ✵✳✸✶✾
∗∗∗
✵✳✶✵✽
∗∗∗
✵✳✻✸✻
∗∗∗
✵✳✸✸✺
∗∗∗
✭✵✳✵✸✷✸✮ ✭✵✳✵✷✼✾✮ ✭✵✳✵✷✸✺✮ ✭✵✳✵✷✶✹✮
❘✲&N✉❛$❡❞ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾ ✵✳✹✷ ✵✳✶✼
❖❜&❡$✈❛"✐♦♥& ✸✶✹✺ ✶✽✵✻ ✻✺✸✼ ✶✵✹✻✸
❈❧✉&"❡$& ✶✸✺✾ ✻✹✹ ✶✽✶✼ ✸✶✶✽
❨❡❛$ ❋❊ ❨❡& ❨❡& ❨❡& ❨❡&
✷✲❞✐❣✐" ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡& ❨❡& ❨❡& ❨❡&
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐- &❤❡ ❧♦❣ ❛♠♦✉♥& ♦❢ -✉❜-✐❞✐❡- ✐♥ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥-✮ )❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ ✜)♠ ❢)♦♠ ❙✉❜-✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱
■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥&- ♦) &❤❡ -✉♠ ♦❢ &❤♦-❡ ✭❛♥② -✉❜-✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ▲♦❜❜② ✐- ❛ ❞✉♠♠② &❤❛& ❡C✉❛❧- ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠- ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥
②❡❛) "✳ ❆❧❧ )❡❣)❡--✐♦♥- ✐♥❝❧✉❞❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&- ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&-✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡- ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥-&❛♥& ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥-✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉-&)② MM■✳ ❘♦❜✉-& -&❛♥❞❛)❞ ❡))♦)- ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡-❡- ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉-&❡)❡❞ ❛& &❤❡
✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❞✐"❛❣❣%❡❣❛'❡❞ ✜%♠✲②❡❛%✲❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✱ "❤♦✇✐♥❣ '❤❛' ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛%'✐❝✉❧❛% ❢❡❞❡%❛❧ ❛❣❡♥❝②
❤❛" ❛ "'❛'✐"'✐❝❛❧❧② "✐❣♥✐✜❝❛♥' ❛♥❞ %❡❧❡✈❛♥' ♣♦"✐'✐✈❡ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ %❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛
❣%❛♥' ❢%♦♠ ❡①❛❝'❧② '❤❡ "❛♠❡ ❛❣❡♥❝②✳
✸✳✺ ❙✉❜&✐❞✐❡& ❛♥❞ ,❤❡ .❡,✉.♥& ,♦ ❧♦❜❜②✐♥❣
■♥ ♠② ❞❛'❛✱ ■ ❛❧"♦ ♦❜"❡%✈❡ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐'✉%❡" ❛♥❞ '❤❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ %❡❝❡✐✈❡❞ "✉❜"✐❞✐❡"
❛' '❤❡ ✜%♠ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐" ❛❧❧♦✇" ♠❡ '♦ ♠❡❛"✉%❡ ✜%♠ "♣❡❝✐✜❝ %❡'✉%♥" '♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ '❡%♠"
♦❢ %❡❝❡✐✈❡❞ "✉❜"✐❞✐❡"✳ ❖♥❡ "❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ '❤❛' ❜② ♠❡❛"✉%✐♥❣ %❡'✉%♥" '♦ ❧♦❜❜②✐♥❣
♦♥❧② ✐♥ '❡%♠" ♦❢ "✉❜"✐❞✐❡"✱ ■ ♥❡❣❧❡❝' ♠❛♥② ♦'❤❡% ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❜❡♥❡✜'" ❢%♦♠ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱
'%❛❞❡ ♣%♦'❡❝'✐♦♥✱ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡" ✐♥ ❣♦✈❡%♥♠❡♥' %❡❣✉❧❛'✐♦♥✮✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡"'✐♠❛'❡" "❤♦✉❧❞ ❜❡ "❡❡♥ ❛" ❧♦✇❡% ❜♦✉♥❞" ♦♥ '❤❡ '%✉❡ %❡'✉%♥" '♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✸✽
❆♠♦✉♥% ♦❢ '✉❜'✐❞✐❡' ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣✳ ❇❡❢♦%❡ ❡"'✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ %❡'✉%♥" ♣❡% ❞♦❧❧❛% "♣❡♥❞
♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ■ ✜%"' ❛♥❛❧②③❡ ✇❤❡'❤❡% ❛♠♦♥❣ '❤❡ ❣%♦✉♣ ♦❢ %❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜%♠"✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜%♠"
%❡❝❡✐✈❡ ❤✐❣❤❡% "✉❜"✐❞② ♣❛②♠❡♥'"✳ ■ '❤❡%❡❢♦%❡ ❡"'✐♠❛'❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡C✉❛'✐♦♥ ❜② ❖▲❙✿
lnSubsidyAmountijt = β0 + β1 · Lobbyit + β2 · lnEmpit + αj + λt + ǫijt, ✭✸✳✶✶✮
✇❤❡%❡ ❧♥SubsidyAmountijt ✐" '❤❡ ❧♦❣ ❛♠♦✉♥' ♦❢ %❡❝❡✐✈❡❞ "✉❜"✐❞✐❡" ❛♥❞ '❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛%✐✲
❛❜❧❡ Lobbyit ❡C✉❛❧" ♦♥❡ ✐❢ ✜%♠ i ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛% t. ■♥❞✉"'%② ❛♥❞ ②❡❛% ✜①❡❞ ❡✛❡❝'" ❛%❡
❞❡♥♦'❡❞ ❜② αj ❛♥❞ λt✱ %❡"♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❙'❛♥❞❛%❞ ❡%%♦%" ❛%❡ ❝❧✉"'❡%❡❞ ❛' '❤❡ ✜%♠ ❧❡✈❡❧✳
❘❡"✉❧'" ❢%♦♠ ❡"'✐♠❛'✐♥❣ ❡C✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ❛%❡ "❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺✳ ❆❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥'"
❢♦% '❤❡ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ❛%❡ ♣♦"✐'✐✈❡ ❛♥❞✱ ❡①❝❡♣' '❤❡ %❡❣%❡""✐♦♥ ❢♦% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥'"✱ ❛❧"♦
"'❛'✐"'✐❝❛❧❧② "✐❣♥✐✜❝❛♥'✳ ■♥ ♣❛%'✐❝✉❧❛%✱ ❛♠♦♥❣ "✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜%♠"✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜%♠" %❡❝❡✐✈❡
❜❡'✇❡❡♥ 24% ❛♥❞ 51% ♠♦%❡ ✐♥ "✉❜"✐❞✐❡"✳ ❚❤✉"✱ ❡✈❡♥ ❛❢'❡% ❝♦♥'%♦❧❧✐♥❣ ❢♦% ✐♥❞✉"'%② ❛♥❞
②❡❛% ✜①❡❞ ❡✛❡❝'" ❛♥❞ ❢♦% ✜%♠ "✐③❡✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛" ❛ "✉❜"'❛♥'✐❛❧ ♣♦"✐'✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ '❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ %❡❝❡✐✈❡❞ "✉❜"✐❞✐❡"✳
✸✽
■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ ()❛)✐()✐❝❛❧❧② (✐❣♥✐✜❝❛♥) ❝♦$$❡❧❛)✐♦♥( ❜❡)✇❡❡♥ ()❛)❡✲❧❡✈❡❧ (✉❜(✐❞✐❡( ❛♥❞ ❢❡❞❡$❛❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐)✉$❡(
(❤♦✉❧❞ ♥♦) ❜❡ ✐♥)❡$♣$❡)❡❞ ❛( ❜❡✐♥❣ ❝❛✉(❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✜$♠( ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥ )❤❡ ❢❡❞❡$❛❧ ❧❡✈❡❧ ♠❛② ❛❧(♦ ❜❡ ♣♦❧✐)✐❝❛❧❧②
✇❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝)❡❞ ❛) )❤❡ ()❛)❡ ❧❡✈❡❧✳
✸✳✺✳ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❘❊❚❯❘◆❙ ❚❖ ▲❖❇❇❨■◆● ✽✺
❚❤❡ ♦✉%❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜0♠✬2 ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛❝%✐✈✐%✐❡2 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❧♦❜✲
❜②✐♥❣ ❛❝%✐✈✐%✐❡2 ♦❢ ♦%❤❡0 ✜0♠2✳ ❚♦ ❝♦♥%0♦❧ ❢♦0 2✉❝❤ 2♣✐❧❧♦✈❡02✱ ■ ❡2%✐♠❛%❡ ❡<✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮
❝♦♥%0♦❧❧✐♥❣ ❢♦0 %❤❡ ✐♥❞✉2%0② 2❤❛0❡ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜0♠2✳ ❆2 ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✸
2❤♦✇2✱ %❤❡ ❡2%✐♠❛%❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%2 ❢♦0 %❤❡ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② 2❧✐❣❤%❧② ❛♥❞ %❤❡
2✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧2 0❡♠❛✐♥ %❤❡ 2❛♠❡✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✸✱ ✇❤❡0❡ ■ 2❤♦✇ 0❡2✉❧%2 ❢0♦♠ 0❡✲
❣0❡22✐♥❣ %❤❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ 0❡❝❡✐✈❡❞ 2✉❜2✐❞✐❡2 ✭✐♥ ❧❡✈❡❧2✮ ♦♥ ❛ 2✉❜2✐❞② ❞✉♠♠②✱ ■ ❞♦❝✉♠❡♥% ❛
♣♦2✐%✐✈❡ 0❡❧❛%✐♦♥2❤✐♣ ❛❝0♦22 ❛❧❧ 2✉❜2✐❞② %②♣❡2✳ ❆2 ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✾ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳✸ 2❤♦✇2✱
❝♦♥%0♦❧❧✐♥❣ ❢♦0 ✜0♠ 2✐③❡✱ ✐♥❞✉2%0② ❛♥❞ ②❡❛0 ✜①❡❞ ❡✛❡❝%2✱ ♦♥ ❛✈❡0❛❣❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜0♠2 0❡✲
❝❡✐✈❡ ❜❡%✇❡❡♥ ✸✻✾✳✵✵✵ ❯❙✲❞♦❧❧❛0 ✭❢♦0 ■❚❈✮ ❛♥❞ ✻✳✻ ♠✐❧❧✐♦♥ ❯❙✲❞♦❧❧❛0 ✭❢♦0 ❛❧❧ 2✉❜2✐❞✐❡2
❝♦♠❜✐♥❡❞✮ ♠♦0❡ ✐♥ 2✉❜2✐❞✐❡2✳
❘❡"✉$♥& ♦♥ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥&❡&✳ ■♥ ♦0❞❡0 %♦ ❡2%✐♠❛%❡ %❤❡ 0❡%✉0♥2 ♦♥ ✜0♠2✬ ❧♦❜❜② ❡①✲
♣❡♥2❡2✱ ■ ❢♦❝✉2 ❛❣❛✐♥ ♦♥ %❤❡ 2✉❜2❡% ♦❢ ❛❧❧ 2✉❜2✐❞✐③❡❞ ✜0♠2 ❛♥❞ 2%✉❞② %❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ ❛
✜0♠✬2 ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐%✉0❡2 ❛♥❞ %❤❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ 2✉❜2✐❞✐❡2 ✐% 0❡❝❡✐✈❡2✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ■ ❡2%✐♠❛%❡
%❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡<✉❛%✐♦♥ ❜② ❖▲❙✿
SubsidyAmountijt = β0 + β1 · LobbyExpit + β2 · lnEmpit + αj + λt + ǫijt, ✭✸✳✶✷✮
✇❤❡0❡ SubsidyAmountijt ✐2 %❤❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ 2✉❜2✐❞✐❡2 0❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ LobbyExpit ❛0❡ ❧♦❜❜②
❡①♣❡♥❞✐%✉0❡2 ♦❢ ✜0♠ i ✐♥ ②❡❛0 t✳ ■♥❞✉2%0② ❛♥❞ ②❡❛0 ✜①❡❞ ❡✛❡❝%2 ❛0❡ ❞❡♥♦%❡❞ ❜② αj ❛♥❞
λt✱ 0❡2♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❙%❛♥❞❛0❞ ❡00♦02 ❛0❡ ❝❧✉2%❡0❡❞ ❛% %❤❡ ✜0♠ ❧❡✈❡❧✳
❘❡2✉❧%2 ❢0♦♠ ❡2%✐♠❛%✐♥❣ ❡<✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ❛0❡ 2❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻✳ ❆❝0♦22 ❛❧❧ 2✉❜2✐❞②
♠❡❛2✉0❡2✱ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ ❧♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐%✉0❡2 ♦♥ %❤❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ 2✉❜2✐❞✐❡2 ✐2 ♣♦2✐%✐✈❡ ❛♥❞✱
❡①❝❡♣% ❢♦0 %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❢♦0 ■❚❈✱ ❛❧2♦ 2%❛%✐2%✐❝❛❧❧② 2✐❣♥✐✜❝❛♥%✳ ❖♥❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❯❙✲❞♦❧❧❛0
♠♦0❡ ✐♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐%✉0❡2 ✐♥❝0❡❛2❡2 %❤❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ 0❡❝❡✐✈❡❞ 2✉❜2✐❞✐❡2 ❜② ✉♣ %♦ 9.65
❯❙✲❞♦❧❧❛02 ✭❧❛2% ❝♦❧✉♠♥✮✱ ♦0 ✐♥ ♦%❤❡0 ✇♦0❞2✱ ②✐❡❧❞2 ❛ 0❡%✉0♥ ♦♥ ✐♥✈❡2%♠❡♥% ♦❢ 865%✳ ❚❤❡
♠❛❣♥✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ ❡2%✐♠❛%❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%2 ✐2 0❡♠❛0❦❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛0%✐❝✉❧❛0✱ ✐❢ ♦♥❡ %❛❦❡2 ✐♥%♦
❛❝❝♦✉♥% %❤❛% 2✉❜2✐❞✐❡2 ❛0❡ ❥✉2% ♦♥❡ ♦✉% ♦❢ ♠❛♥② ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❜❡♥❡✜%2 ❢0♦♠ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
%❤❛% %❤❡ ❡2%✐♠❛%❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%2 ❛0❡ %❤❡0❡❢♦0❡ ♦♥❧② ❧♦✇❡0 ❜♦✉♥❞2 ♦♥ %❤❡ %0✉❡ 0❡%✉0♥2 %♦
❧♦❜❜②✐♥❣✳
❊✈❡♥ %❤♦✉❣❤ ❛ 0❡%✉0♥ ♦♥ ✐♥✈❡2%♠❡♥% ♦❢ 865% 2❡❡♠2 %♦ ❜❡ <✉✐%❡ ❤✐❣❤✱ ✐% ✐2 2♠❛❧❧❡0
%❤❛♥ ♣0❡✈✐♦✉2 ✜♥❞✐♥❣2 ✐♥ %❤❡ ❧✐%❡0❛%✉0❡✳ ❯2✐♥❣ ❛ %❛① ❧❛✇ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ 0❡♣❛%0✐❛%❡❞ ❡❛0♥✐♥❣2✱
❆❧❡①❛♥❞❡0 ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡2%✐♠❛%❡ 0❡%✉0♥2 ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐%✉0❡2 ♦❢ ❛❜♦✉% 22, 000%✳ ❇②
✉2✐♥❣ %❤✐2 2♣❡❝✐✜❝ ✈❛0✐❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ %❛① ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡0❛❧ ✐2 ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❡♠♣✐0✐❝❛❧
✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ 2%0❛%❡❣②✱ %❤❡ 0❡2❡❛0❝❤ ❞❡2✐❣♥ ✐♥ ❆❧❡①❛♥❞❡0 ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ 2✉✛❡02 ❢0♦♠ ❛
❝♦♠♣❛0❛❜❧② 2♠❛❧❧ 2❛♠♣❧❡ 2✐③❡ ♦❢ ❥✉2% ✾✸ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜0♠2✳ ■♥ ❝♦♥%0❛2%✱ ♠② ✜♥❞✐♥❣2 0❡❧②
♦♥ ❧❛0❣❡ 2❛♠♣❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇✐%❤ ❞❛%❛ ❝♦✈❡0✐♥❣ ❛ ♣❡0✐♦❞ ♦❢ ✶✷ ②❡❛02✱ ✐❞❡♥%✐❢②✐♥❣ 13, 693
♦❜2❡0✈❛%✐♦♥2 %❤❛% ❧♦❜❜② ❛♥❞ 11, 994 ♦❜2❡0✈❛%✐♦♥ %❤❛% 0❡❝❡✐✈❡ 2✉❜2✐❞✐❡2✳ ■♥ ❝♦♠♣❛0✐2♦♥ %♦
❆❧❡①❛♥❞❡0 ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ♠② ❡2%✐♠❛%❡2 ❧✐❡ ✐♥ ❛ ♠♦0❡ 0❡❛2♦♥❛❜❧❡ 0❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ♦♥❡ ♠❛②
2%✐❧❧ ❛2❦ ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦% ♦❜2❡0✈❡ ♠♦0❡ ✜0♠2 ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐❢ 0❡%✉0♥2 %♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛0❡ 0❡❛❧❧② %❤✐2
❤✐❣❤✳ ❖♥❡ ♣❧❛✉2✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ✜①❡❞ ❝♦2%2 %♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣0❡✈❡♥%
✜0♠2 ❢0♦♠ ❡♥%❡0✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡✈❡♥ %❤♦✉❣❤ ❡①♣❡❝%❡❞ 0❡%✉0♥2 ❛0❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤✐2 ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥
✽✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻✿ ❘❡"✉$♥& "♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✿ ❛♠♦✉♥" ♦❢ &✉❜&✐❞✐❡& ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐"✉$❡&
❉❡♣❡♥❞❡♥" ❱❛$✐❛❜❧❡✿
❙✉❜&✐❞② ❛♠♦✉♥" ❙✉❜&✐❞②✲❚$❛❝❦❡$ ❋❡❞❡$❛❧ ●$❛♥"& ■❚❈ ❆♥② &✉❜&✐❞②
▲♦❜❜② ❡①♣❡♥❞✐"✉$❡& ✶✳✻✺✽
∗∗
✵✳✽✷✽
∗
✺✳✹✶✽ ✾✳✻✺✵
∗∗
✭✵✳✼✼✵✽✮ ✭✵✳✹✾✶✾✮ ✭✻✳✻✽✷✺✮ ✭✹✳✺✻✷✼✮
❊♠♣❧♦②❡❡& ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✶✶ ✵✳✼✺✸
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❲✐)❤ !❡$♣❡❝) )♦ ✜!♠ ❣!♦✇)❤✱ !❡$✉❧)$ ❛!❡ ♠♦!❡ ♥✉❛♥❝❡❞✳ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$ ❡①♣❡!✐❡♥❝❡
❢❛$)❡! ❢✉)✉!❡ ❣!♦✇)❤ ♦♥❧② ✐♥ $♦♠❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♥$✐❞❡!❡❞ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝)❡!✐$)✐❝$✳ ❉✐$❡♥)❛♥❣❧✐♥❣
)❤❡ ❧♦❜❜② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ♦♥❡ ♣❡!✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❣!♦✇)❤ !❛)❡$✱ ■ ✜♥❞ )❤❛) ❡①❝❡♣) ❢♦! ❡♠♣❧♦②❡❡$
)❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ♣❛))❡!♥ ♦❢ ❛ ♣♦$✐)✐✈❡ ❡✛❡❝) ❢♦! $)❛!)❡!$ ❛♥❞ ❝♦♥)✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$ ❛♥❞ ❛
♥❡❣❛)✐✈❡ ❡✛❡❝) ❢♦! ❧♦❜❜② $)♦♣♣❡!$ ✐$ ♥♦) ❝♦♥✜!♠❡❞ ❛❝!♦$$ ❛❧❧ ✜!♠ ❝❤❛!❛❝)❡!✐$)✐❝$✳ ▲♦♦❦✐♥❣
❝❧♦$❡! ❛) )❤❡ !❡❧❛)✐♦♥$❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ✜!♠ ❣!♦✇)❤✱ ■ ❝❛♥♥♦) ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ )❤❛)
)❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❧♦❜❜② $)❛)✉$ ❤❛$ ❛ ❝❧❡❛! ❛♥❞ !♦❜✉$) ❡✛❡❝) ♦♥ ✭❧♦♥❣✲!✉♥✮ ❣!♦✇)❤ !❛)❡$✳ ❚♦ )❤❡
❝♦♥)!❛!②✱ ■ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦! ❛ ♣!❡ ❧♦❜❜②✲❡♥)!② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ❜♦)❤ ❧❡✈❡❧$ ❛♥❞ ❛✈❡!❛❣❡ ❣!♦✇)❤
!❛)❡$✱ $✉❣❣❡$)✐♥❣ )❤❛) ❞✐✛❡!❡♥❝❡$ ❜❡)✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$ ♣!❡❞❛)❡ ❧♦❜❜②
❡♥)!②✳ ❚❤✉$✱ ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ )❤❛) ✜!♠$ ✇✐)❤ $✉♣❡!✐♦! ❝❤❛!❛❝)❡!✐$)✐❝$ $❡❧❢✲$❡❧❡❝) ✐♥)♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
■ ❛❧$♦ ❞♦❝✉♠❡♥) ❛ $)!♦♥❣ ❛♥❞ !♦❜✉$) ♣♦$✐)✐✈❡ !❡❧❛)✐♦♥$❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
)❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ )♦ !❡❝❡✐✈❡ $✉❜$✐❞✐❡$✳ ❈♦♥)!♦❧❧✐♥❣ ❢♦! ✜!♠ $✐③❡✱ ✐♥❞✉$)!② ❛♥❞ ②❡❛! ✜①❡❞
❡✛❡❝)$✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$ ❛!❡ ✉♣ )♦ 200% ♠♦!❡ ❧✐❦❡❧② )♦ !❡❝❡✐✈❡ $✉❜$✐❞✐❡$✳ ❉✐$❡♥)❛♥❣❧✐♥❣ )❤❡
♠❛!❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✇✐)❤ !❡$♣❡❝) )♦ ✜!♠$✬ ❧♦❜❜② $)❛)✉$✱ ■ $❤♦✇ )❤❛) )❤❡ ♣♦$✐)✐✈❡
♠❛!❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐$ ❞!✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥)✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ ❢♦❝✉$✐♥❣
♦♥ ❢❡❞❡!❛❧ ❣!❛♥)$ ■ ❡$)✐♠❛)❡ ❛ ❧✐♥❡❛! ♣!♦❜❛❜✐❧✐)② ♠♦❞❡❧ ❛) )❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐$❛❣❣!❡❣❛)❡❞ ✜!♠✲
②❡❛!✲❛❣❡♥❝② ❧❡✈❡❧✳ ▼② !❡$✉❧)$ $❤♦✇ )❤❛) ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ♣❛!)✐❝✉❧❛! ❢❡❞❡!❛❧ ❛❣❡♥❝② ❤❛$ ❛
$)❛)✐$)✐❝❛❧❧② $✐❣♥✐✜❝❛♥) ❛♥❞ !❡❧❡✈❛♥) ♣♦$✐)✐✈❡ ❡✛❡❝) ♦♥ )❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ !❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❣!❛♥)
❢!♦♠ ❡①❛❝)❧② )❤❡ $❛♠❡ ❛❣❡♥❝②✳
▼❡❛$✉!❡❞ ✐♥ )❡!♠$ ♦❢ $✉❜$✐❞✐❡$✱ !❡)✉!♥$ )♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛!❡ $✉❜$)❛♥)✐❛❧✳ ❖♥ ❛✈❡!❛❣❡✱
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠$ !❡❝❡✐✈❡ ✉♣ )♦ 51% ❤✐❣❤❡! $✉❜$✐❞② ♣❛②♠❡♥)$✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ ♦♥❡ ❡①)!❛ ❯❙✲
❞♦❧❧❛! $♣❡♥❞ ♦♥ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥❝!❡❛$❡$ )❤❡ ❛♠♦✉♥) ♦❢ !❡❝❡✐✈❡❞ $✉❜$✐❞✐❡$ ❜② ✉♣ )♦ 9.65 ❯❙✲
❞♦❧❧❛!$✱ ♦! ✐♥ ♦)❤❡! ✇♦!❞$✱ ②✐❡❧❞$ ❛ !❡)✉!♥ ♦♥ ✐♥✈❡$)♠❡♥) ♦❢ 865%✳
❖✈❡!❛❧❧✱ ♠② !❡$✉❧)$ $✉❣❣❡$) )❤❛) ✜!♠$ ✇✐)❤ ❜❡))❡! ✜!♠ ❝❤❛!❛❝)❡!✐$)✐❝$ $❡❧❢✲$❡❧❡❝) ✐♥)♦
❧♦❜❜②✐♥❣✱ )❤❛) ❧♦❜❜②✐♥❣ ❤❛$ ❛ $)❛)✐$)✐❝❛❧❧② $✐❣♥✐✜❝❛♥) ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② !❡❧❡✈❛♥) ♣♦$✐)✐✈❡
✽✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❡✛❡❝# ♦♥ #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ #♦ +❡❝❡✐✈❡ -✉❜-✐❞✐❡-✱ ❛♥❞ #❤❛# ✕ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ♠❡❛-✉+❡❞ ✐♥ #❡+♠-
♦❢ -✉❜-✐❞✐❡- ✕ +❡#✉+♥- #♦ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛+❡ ❤✉❣❡✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✽✾
❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳❆ ❘♦❜✉-.♥❡-- ❝❤❡❝❦- ❛♥❞ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ .❛❜❧❡-
✸✳❆✳✶ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ -✉❜-✐❞② ♣0❡♠✐✉♠
❚♦ "❤♦✇ %❤❛% ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜.♠" ❛♥❞ "✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜.♠" ❛.❡ ❞✐✛❡.❡♥% ❢.♦♠ ♥♦♥✲❧♦❜❜②✐♥❣
✜.♠" ❛♥❞ ♥♦%✲"✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜.♠"✱ .❡"♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✼ ♣.♦✈✐❞❡" .❡"✉❧%" ❢.♦♠ ❛ %✲%❡"%
♦❢ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡.❡♥❝❡" ✐♥ ✜.♠ ❝❤❛.❛❝%❡.✐"%✐❝" ❢♦. %❤❡ ♣♦♦❧❡❞ "❛♠♣❧❡✳ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✜.♠" ❛♥❞
"✉❜"✐❞✐③❡❞ ✜.♠" ❤❛✈❡ "✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ❤✐❣❤❡. "❛❧❡" ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ ✉"❡ ♠♦.❡ ❝❛♣✐%❛❧✱ ✐♥✈❡"%
♠♦.❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠♦.❡ ❡♠♣❧♦②❡❡"✳ ❉✉❡ %♦ ❝♦♠♣♦"✐%✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝%" ❛❝.♦"" ②❡❛." ❛♥❞ ✐♥❞✉"%.✐❡"✱
♣♦♦❧✐♥❣ ❛❧❧ ♦❜"❡.✈❛%✐♦♥" ❝❛♥ ❧❡❛❞ %♦ ♠✐"❧❡❛❞✐♥❣ .❡"✉❧%"✳ ■♥ %❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ %❤❡ ♣❛♣❡.✱ ■
❛❝❝♦✉♥% ❢♦. %❤✐" ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❞✉"%.② ❛♥❞ ②❡❛. ✜①❡❞ ❡✛❡❝%" ♦. ❜② ♥♦.♠❛❧✐③✐♥❣ ✈❛.✐❛❜❧❡"
❜② %❤❡ .❡"♣❡❝%✐✈❡ ✐♥❞✉"%.②✲②❡❛. ♠❡❛♥✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✽ "❤♦✇" %❤❡ .❡"✉❧%" ♦❢ .❡❣.❡""✐♥❣ ✜.♠
❝❤❛.❛❝%❡.✐"%✐❝" ✭✐♥ ❧♦❣"✮ ♦♥ ❛ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ✭♦. ♦♥ ❛ "✉❜"✐❞② ❞✉♠♠②✮ ✇✐%❤♦✉% ❝♦♥%.♦❧❧✐♥❣
❢♦. ✜.♠ "✐③❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✾ "❤♦✇" %❤❡ .❡"✉❧%" ♦❢ .❡❣.❡""✐♥❣ ②❡❛.❧② ❣.♦✇%❤ .❛%❡" ♦❢ ✜.♠
❝❤❛.❛❝%❡.✐"%✐❝" ✭❧♦❣ ❝❤❛♥❣❡"✮ ✐♥ ♣❡.✐♦❞ t ♦♥ ❛ ❧♦❜❜② ❞✉♠♠② ✭♦. ♦♥ ❛ "✉❜"✐❞② ❞✉♠♠②✮✱
❝♦♥%.♦❧❧✐♥❣ ❢♦. ❧♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡"✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✵ "❤♦✇" %❤❡ .❡"✉❧%" ❞✐"❡♥%❛♥❣❧✐♥❣ ②❡❛.❧② ❣.♦✇%❤
.❛%❡" ♦❢ ✜.♠ ❝❤❛.❛❝%❡.✐"%✐❝" ✭❧♦❣ ❝❤❛♥❣❡"✮ ✐♥ ♣❡.✐♦❞ t✱ ❝♦♥"✐❞❡.✐♥❣ ❧♦❜❜② "%❛.%❡."✱ "%♦♣♣❡."
❛♥❞ ❝♦♥%✐♥✉✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜.♠"✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✶ "❤♦✇" %❤❡ .❡"✉❧%" ♦❢ ❡"%✐♠❛%✐♥❣ ❡I✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✮
✈❛.②✐♥❣ %❤❡ %✐♠❡ ❤♦.✐③♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ T = 2000 ❛♥❞ T = 2010. ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✺ "❤♦✇" %❤❡
.❡"✉❧%" ♦❢ ❡"%✐♠❛%✐♥❣ ❡I✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ✈❛.②✐♥❣ %❤❡ %✐♠❡ ❤♦.✐③♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ T = 2000 ❛♥❞
T = 2010. ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✾ "❤♦✇" %❤❡ .❡"✉❧%" ♦❢ ❡"%✐♠❛%✐♥❣ ❡I✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ✈❛.②✐♥❣ %❤❡ %✐♠❡
❤♦.✐③♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ T = 2001 ❛♥❞ T = 2010.
✾✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✼✿  ♦♦❧❡❞ %✲%❡'%✿ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣❛.✐'♦♥ ♦❢ ✜.♠ ❝❤❛.❛❝%❡.✐'%✐❝' ✐♥ ❧❡✈❡❧'
▼❡❛♥ ♦❢ ✜.♠ ❝❤❛.❛❝%❡.✐'%✐❝
❨❡' ◆♦ ❉✐✛❡.❡♥❝❡
❙❛❧❡'
▲♦❜❜② ✽✺✼✽✳✷✾ ✶✶✹✾✳✷✼ ✼✹✷✾✳✵✸✯✯✯
❙✉❜'✐❞②✲❚.❛❝❦❡. ✶✶✶✹✼✳✹✾ ✶✼✷✶✳✹✶ ✾✹✷✻✳✵✽✯✯✯
❋❡❞❡.❛❧ ●.❛♥%' ✽✹✺✺✳✹✹ ✶✾✼✻✳✻✵ ✻✹✼✽✳✽✹✯✯✯
■❚❈ ✷✾✻✻✳✹✷ ✷✵✸✶✳✾✵ ✾✸✹✳✺✷✯✯✯
❆♥② '✉❜'✐❞② ✺✺✷✺✳✸✼ ✶✻✻✷✳✽✶ ✸✽✻✷✳✺✼✯✯✯
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞
▲♦❜❜② ✸✶✽✵✳✹✻ ✹✽✻✳✷✼ ✷✻✾✹✳✶✾✯✯✯
❙✉❜'✐❞②✲❚.❛❝❦❡. ✹✵✸✶✳✷✵ ✼✶✼✳✷✼ ✸✸✶✸✳✾✸✯✯✯
❋❡❞❡.❛❧ ●.❛♥%' ✸✶✾✶✳✶✶ ✽✶✹✳✹✽ ✷✸✼✻✳✻✹✯✯✯
■❚❈ ✶✸✺✼✳✾✸ ✽✷✸✳✶✵ ✺✸✹✳✽✸✯✯✯
❆♥② '✉❜'✐❞② ✷✶✻✵✳✸✻ ✻✽✸✳✵✵ ✶✹✼✼✳✸✼✯✯✯
❈❛♣✐%❛❧
▲♦❜❜② ✸✶✼✾✳✹✻ ✺✶✽✳✶✽ ✷✻✻✶✳✷✽✯✯✯
❙✉❜'✐❞②✲❚.❛❝❦❡. ✸✶✽✷✳✸✵ ✼✻✶✳✾✶ ✷✹✷✵✳✹✵✯✯✯
❋❡❞❡.❛❧ ●.❛♥%' ✸✷✺✷✳✷✺ ✽✶✸✳✸✺ ✷✹✸✽✳✾✵✯✯✯
■❚❈ ✶✶✾✺✳✾✸ ✽✸✸✳✾✶ ✸✻✷✳✵✷✯✯✯
❆♥② '✉❜'✐❞② ✶✾✶✺✳✼✶ ✼✷✷✳✼✹ ✶✶✾✷✳✾✼✯✯✯
■♥✈❡'%♠❡♥%
▲♦❜❜② ✺✸✵✳✷✶ ✾✷✳✻✷ ✹✸✼✳✺✾✯✯✯
❙✉❜'✐❞②✲❚.❛❝❦❡. ✺✽✸✳✾✸ ✶✸✶✳✺✵ ✹✺✷✳✹✸✯✯✯
❋❡❞❡.❛❧ ●.❛♥%' ✻✶✼✳✵✸ ✶✹✶✳✶✻ ✹✼✺✳✽✼✯✯✯
■❚❈ ✷✹✺✳✷✷ ✶✹✸✳✶✺ ✶✵✷✳✵✻✯✯✯
❆♥② '✉❜'✐❞② ✸✺✽✳✷✻ ✶✷✷✳✻✵ ✷✸✺✳✻✼✯✯✯
❊♠♣❧♦②❡❡' ✐♥ ✶✵✵✵'
▲♦❜❜② ✷✼✳✹✸ ✺✳✵✼ ✷✷✳✸✻✯✯✯
❙✉❜'✐❞②✲❚.❛❝❦❡. ✸✼✳✻✺ ✻✳✽✺ ✸✵✳✽✶✯✯✯
❋❡❞❡.❛❧ ●.❛♥%' ✷✺✳✶✹ ✼✳✽✹ ✶✼✳✸✵✯✯✯
■❚❈ ✽✳✹✽ ✽✳✶✺ ✵✳✸✸
❆♥② '✉❜'✐❞② ✶✽✳✺✶ ✻✳✼✼ ✶✶✳✼✹✯✯✯
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛(❡❞ ✈❛(✐❛❜❧❡. ❛(❡ ✜(♠ ❝❤❛(❛❝❡(✐.0✐❝. ✐♥ ❧❡✈❡❧.✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠②
▲♦❜❜② ❡5✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜(♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛( "✳ ❙✉❜.✐❞② ❞✉♠♠✐❡. ✐♥❞✐❝❛0❡ ❡✐0❤❡(
.✉❜.✐❞✐❡. ❢(♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲❚(❛❝❦❡(✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡(❛❧ ●(❛♥0. ♦( 0❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤♦.❡
✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛( "✳ ▼♦♥❡0❛(② ✈❛(✐❛❜❧❡. ❛(❡ ✐♥ ❝♦♥.0❛♥0 ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱
❞❡✢❛0❡❞ ❜② 0❤❡ ✐♥❞✉.0(② GG■✳ ❚❋G ✐. ✜(♠✲❧❡✈❡❧ 0♦0❛❧ ❢❛❝0♦( ♣(♦❞✉❝0✐✈✐0② ♦❜0❛✐♥❡❞
❢(♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ G❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.0✐♠❛0✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.0(② ♣(♦❞✉❝0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❛0
0❤❡ ✷✲❞✐❣✐0 ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡+❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦+❡ ❉❡♣+❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦+ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐0❛❧ ✐. 9+♦♣❡+"②✱ 9❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.0♠❡♥0 ✐.
❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉+❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✾✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✽✿ ▲♦❜❜② ♣%❡♠✐✉♠ ❛♥❞ -✉❜-✐❞② ♣%❡♠✐✉♠ ✭♥♦/ ❝♦♥/%♦❧❧✐♥❣ ❢♦% ✜%♠ -✐③❡✮
7%❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ ✭❧❡✈❡❧-✮
▲♦❜❜② ❙✉❜-✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥/- ■❚❈ ❆♥② -✉❜-✐❞②
❙❛❧❡- ✷✳✺✺✵✯✯✯ ✷✳✸✷✾✯✯✯ ✵✳✾✽✺✯✯✯ ✶✳✵✺✶✯✯✯ ✶✳✹✻✾✯✯✯
(0.0561) (0.0742) (0.1424) (0.0679) (0.0525)
❚❋7 ✵✳✶✽✼✯✯✯ ✵✳✶✵✻✯✯✯ ✲✵✳✵✷✽ ✵✳✶✷✺✯✯✯ ✵✳✶✵✹✯✯✯
(0.0124) (0.0134) (0.0309) (0.0144) (0.0110)
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✷✳✷✶✹✯✯✯ ✶✳✾✼✹✯✯✯ ✶✳✸✻✶✯✯✯ ✵✳✼✺✸✯✯✯ ✶✳✷✺✶✯✯✯
(0.0523) (0.0669) (0.1491) (0.0665) (0.0505)
❈❛♣✐/❛❧ ✷✳✺✺✺✯✯✯ ✷✳✹✶✶✯✯✯ ✶✳✷✻✺✯✯✯ ✶✳✵✹✵✯✯✯ ✶✳✺✶✾✯✯✯
(0.0582) (0.0768) (0.1411) (0.0718) (0.0552)
■♥✈❡-/♠❡♥/ ✷✳✹✽✼✯✯✯ ✷✳✸✺✷✯✯✯ ✶✳✷✼✸✯✯✯ ✶✳✵✹✵✯✯✯ ✶✳✺✵✽✯✯✯
(0.0562) (0.0741) (0.1393) (0.0693) (0.0533)
❊♠♣❧♦②❡❡- ✷✳✶✸✽✯✯✯ ✷✳✵✵✸✯✯✯ ✵✳✾✻✺✯✯✯ ✵✳✼✷✶✯✯✯ ✶✳✶✽✷✯✯✯
(0.0513) (0.0661) (0.1257) (0.0590) (0.0466)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ❧♦❣.✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡6✉❛❧.
♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❙✉❜.✐❞② ❞✉♠♠✐❡. ✐♥❞✐❝❛&❡ ❡✐&❤❡) .✉❜.✐❞✐❡. ❢)♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱ ■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥&. ♦)
&❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦.❡ ✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✼✼✺✵✶ ❛♥❞ ✶✵✻✶✸✷✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.6✉❛)❡❞
❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✶✽ ❛♥❞ ✵✳✹✹✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡
❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡. ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞
❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② WW■✳ ❚❋W ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ W❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢
❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡+❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦+❡ ❉❡♣+❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$
▲❛❜♦+ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. 9+♦♣❡+"②✱ 9❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉+❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀
✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✾✿ ▲♦❜❜② ♣%❡♠✐✉♠ ❛♥❞ -✉❜-✐❞② ♣%❡♠✐✉♠ ✐♥ ♣❡%✐♦❞ t ❣%♦✇/❤ %❛/❡-
7%❡♠✐✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ ✭❣%♦✇/❤✮
▲♦❜❜② ❙✉❜-✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❋❡❞❡%❛❧ ●%❛♥/- ■❚❈ ❆♥② -✉❜-✐❞②
❙❛❧❡- ✲✵✳✵✷✺✯✯✯ ✲✵✳✵✸✾✯✯✯ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✼
(0.0053) (0.0069) (0.0148) (0.0067) (0.0054)
❚❋7 ✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✵✶ ✵✳✵✷✺✯✯ ✲✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✵✸
(0.0040) (0.0042) (0.0114) (0.0055) (0.0040)
❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✲✵✳✵✷✷✯✯✯ ✲✵✳✵✷✶✯✯✯ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✸ ✲✵✳✵✵✹
(0.0050) (0.0056) (0.0138) (0.0067) (0.0050)
❈❛♣✐/❛❧ ✲✵✳✵✸✻✯✯✯ ✲✵✳✵✸✵✯✯✯ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✷✯ ✵✳✵✵✸
(0.0054) (0.0062) (0.0125) (0.0067) (0.0052)
■♥✈❡-/♠❡♥/ ✲✵✳✵✹✹✯✯✯ ✲✵✳✵✷✵✯ ✲✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✵✼
(0.0072) (0.0101) (0.0191) (0.0094) (0.0077)
❊♠♣❧♦②❡❡- ✲✵✳✵✺✹✯✯✯ ✲✵✳✵✹✺✯✯✯ ✲✵✳✵✷✷✯✯ ✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✶✻✯✯✯
(0.0040) (0.0047) (0.0088) (0.0047) (0.0037)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ✜).& ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ❧♦❣. ✐♥ ②❡❛) "✳
❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ❡6✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❙✉❜.✐❞② ❞✉♠♠✐❡. ✐♥❞✐❝❛&❡ ❡✐&❤❡) .✉❜.✐❞✐❡. ❢)♦♠ ❙✉❜.✐❞②✲❚)❛❝❦❡)✱
■❚❈✱ ❋❡❞❡)❛❧ ●)❛♥&. ♦) &❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦.❡ ✭❛♥② .✉❜.✐❞②✮ ✐♥ ②❡❛) "✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✻✸✶✸✼ ❛♥❞ ✼✾✺✺✼✳
❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.6✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✷ ❛♥❞ ✵✳✵✹✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧
)❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡. ❛♥❞ ❛)❡
❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② WW■✳ ❚❋W ✐.
✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ W❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥
❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡+❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦+❡ ❉❡♣+❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦+ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. 9+♦♣❡+"②✱
9❧❛♥" ❛♥❞ ❊=✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉+❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✾✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✵✿ ❉✐"❡♥%❛♥❣❧✐♥❣ %❤❡ ❧♦❜❜② ♣.❡♠✐✉♠ ✐♥ ♣❡.✐♦❞ t ❣.♦✇%❤ .❛%❡"
❉❡♣❡♥❞❡♥% ❱❛.✐❛❜❧❡✿
●.♦✇%❤ .❛%❡ ❙❛❧❡" ❚❋9 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡"%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡"
❙%❛.%❡. ❬✵✱✶❪ ✵✳✵✷✻
∗∗
✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✹✷
∗∗∗
✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✺
✭✵✳✵✶✷✵✮ ✭✵✳✵✶✵✼✮ ✭✵✳✵✶✷✶✮ ✭✵✳✵✶✷✷✮ ✭✵✳✵✶✾✼✮ ✭✵✳✵✵✼✺✮
❙%♦♣♣❡. ❬✶✱✵❪ ✲✵✳✵✺✵
∗∗∗
✵✳✵✷✹ ✲✵✳✵✷✻ ✲✵✳✵✽✵
∗∗∗
✲✵✳✶✶✷
∗∗∗
✲✵✳✵✼✶
∗∗∗
✭✵✳✵✶✸✷✮ ✭✵✳✵✶✺✺✮ ✭✵✳✵✶✻✺✮ ✭✵✳✵✶✷✶✮ ✭✵✳✵✷✹✷✮ ✭✵✳✵✶✵✸✮
❈♦♥%✐♥✉❡ ❬✶✱✶❪ ✲✵✳✵✸✽
∗∗∗
✵✳✵✵✼
∗
✲✵✳✵✷✽
∗∗∗
✲✵✳✵✺✻
∗∗∗
✲✵✳✵✺✾
∗∗∗
✲✵✳✵✻✼
∗∗∗
✭✵✳✵✵✺✹✮ ✭✵✳✵✵✸✾✮ ✭✵✳✵✵✺✶✮ ✭✵✳✵✵✺✼✮ ✭✵✳✵✵✼✸✮ ✭✵✳✵✵✹✸✮
▲♦❣ ❡♠♣❧♦②❡❡" ✵✳✵✶✵
∗∗∗
✲✵✳✵✵✹
∗∗∗
✵✳✵✵✽
∗∗∗
✵✳✵✷✻
∗∗∗
✵✳✵✸✷
∗∗∗
✵✳✵✷✾
∗∗∗
✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮
❘✲"Q✉❛.❡❞ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹
❖❜"❡.✈❛%✐♦♥" ✼✾✺✺✼ ✻✸✶✸✼ ✻✺✹✹✷ ✼✻✺✸✾ ✼✵✼✶✼ ✼✺✼✻✵
❈❧✉"%❡." ✶✸✵✻✶ ✶✵✻✹✾ ✶✵✾✾✻ ✶✷✻✼✻ ✶✷✶✻✸ ✶✷✺✶✾
❨❡❛. ❋❊ ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡"
✹✲❞✐❣✐% ◆❆■❈❙ ❋❊ ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡" ❨❡"
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ✜).& ❧♦❣ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ②❡❛) "✳ ❚❤❡ ❜❛.❡ ❣)♦✉♣
❛)❡ ✜)♠. &❤❛& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ &✇♦ ❝♦♥.❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛).✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❈♦♥"✐♥✉❡ ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡. ✐♥ &✇♦ ❝♦♥.❡❝✉&✐✈❡ ②❡❛).✳ ❚❤❡
❞✉♠♠② ❙"❛,"❡, ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) " ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛) "✲✶✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ❙"♦♣♣❡, ✐♥❞✐❝❛&❡. ❛ ✜)♠ &❤❛& ❧♦❜❜✐❡❞
✐♥ ②❡❛) "✲✶ ❜✉& ❞✐❞ ♥♦& ❧♦❜❜② ✐♥ ②❡❛) "✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&. ❛♥❞ ②❡❛) ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡
❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡. ❛♥❞ ❛)❡ ❝❧✉.&❡)❡❞ ❛& &❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦♥❡&❛)②
✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② LL■✳ ❚❋L ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠
❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ L❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡,❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡
❇❡❢♦,❡ ❉❡♣,❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦, ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;,♦♣❡,"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊@✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉,❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀
✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✾✸
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✶✿  !❡♠✐✉♠ ✐♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❣!♦✇,❤ !❛,❡. (1999− T ) ❢♦! ✐♥✐,✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠.
❙❛❧❡. ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡.,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡.
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✵✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✸✸✯ ✲✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✷✺ ✲✵✳✵✵✼
(0.0184) (0.0173) (0.0200) (0.0171) (0.0308) (0.0125)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✶✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✸✵✯✯ ✲✵✳✵✵✼ ✵✳✵✷✶✯ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✸✼✯ ✵✳✵✶✶
(0.0129) (0.0098) (0.0124) (0.0129) (0.0210) (0.0093)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✷✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✷✽✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✾✯✯ ✵✳✵✷✼✯ ✵✳✵✵✺
(0.0103) (0.0078) (0.0101) (0.0096) (0.0159) (0.0071)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✸✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✷✼✯✯✯ ✲✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✼✯✯ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✵✸
(0.0090) (0.0059) (0.0086) (0.0085) (0.0128) (0.0062)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✹✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✶✽✯✯ ✲✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✶✶✯
(0.0080) (0.0050) (0.0076) (0.0080) (0.0111) (0.0059)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✺✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✶✼✯✯ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✾✯✯✯ ✵✳✵✶✹✯✯ ✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✶✹✯✯
(0.0074) (0.0040) (0.0064) (0.0072) (0.0101) (0.0055)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✻✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✷✵✯✯✯ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✺✯✯ ✵✳✵✶✺✯✯ ✵✳✵✶✻✯ ✲✵✳✵✶✷✯✯
(0.0067) (0.0040) (0.0065) (0.0068) (0.0094) (0.0050)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✼✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✶✼✯✯ ✲✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✶✷✯ ✵✳✵✶✵ ✲✵✳✵✶✸✯✯✯
(0.0067) (0.0035) (0.0062) (0.0065) (0.0084) (0.0049)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✽✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✶✶✯ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✶✹✯✯ ✵✳✵✶✷✯ ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✶✷✯✯
(0.0066) (0.0030) (0.0057) (0.0064) (0.0085) (0.0047)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✾✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✶✶✯ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✶✸✯✯ ✵✳✵✶✺✯✯ ✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✵✽✯
(0.0058) (0.0029) (0.0051) (0.0059) (0.0077) (0.0043)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✶✵✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✶✾✾✾ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶✶✯✯ ✵✳✵✶✶✯✯ ✵✳✵✶✶✯ ✲✵✳✵✶✵✯✯
(0.0055) (0.0024) (0.0046) (0.0055) (0.0067) (0.0042)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾ ✕ ❚✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠②
▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ❡;✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✷✾✷✹ ❛♥❞ ✽✵✺✾✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.;✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✷ ❛♥❞ ✵✳✷✸✳ ❆❧❧
)❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡②
❛♥❞ T❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡/❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦/❡ ❉❡♣/❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦/ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;/♦♣❡/"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉/❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✾✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✷✿  !❡♠✐✉♠ ✐♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❣!♦✇,❤ !❛,❡. (2002− T ) ❢♦! ✐♥✐,✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠.
❙❛❧❡. ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡.,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡.
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✸✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✸✼✯✯ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✶✶
(0.0147) (0.0162) (0.0177) (0.0149) (0.0326) (0.0121)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✹✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✷✶✯✯ ✵✳✵✷✻✯✯ ✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✺ ✲✵✳✵✷✼✯✯✯
(0.0112) (0.0099) (0.0117) (0.0113) (0.0202) (0.0089)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✺✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✶✺✯ ✵✳✵✶✹✯ ✵✳✵✷✶✯✯ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✷✾✯✯✯
(0.0084) (0.0073) (0.0093) (0.0096) (0.0151) (0.0069)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✻✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✷✯✯ ✵✳✵✷✶✯✯✯ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✷✹✯✯✯
(0.0082) (0.0060) (0.0081) (0.0088) (0.0119) (0.0060)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✼✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✸ ✲✵✳✵✷✹✯✯✯
(0.0072) (0.0054) (0.0073) (0.0080) (0.0102) (0.0054)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✽✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✷✷✯✯✯
(0.0064) (0.0050) (0.0070) (0.0077) (0.0096) (0.0051)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✾✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✶✵ ✲✵✳✵✶✾✯✯✯
(0.0061) (0.0045) (0.0060) (0.0068) (0.0088) (0.0046)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✶✵✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✷ ✲✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✼✯✯ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✶✾✯✯✯
(0.0055) (0.0032) (0.0050) (0.0064) (0.0075) (0.0044)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾ ✕ ❚✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠②
▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ❡;✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✸✹✵✵ ❛♥❞ ✼✷✶✵✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.;✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✵ ❛♥❞ ✵✳✶✾✳ ❆❧❧
)❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② SS■✳ ❚❋S ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡②
❛♥❞ S❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡/❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦/❡ ❉❡♣/❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦/ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;/♦♣❡/"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉/❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✸✿  !❡♠✐✉♠ ✐♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❣!♦✇,❤ !❛,❡. (2005− T ) ❢♦! ✐♥✐,✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠.
❙❛❧❡. ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡.,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡.
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✻✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✷✹✯✯ ✵✳✵✸✹✯✯ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✹✶ ✲✵✳✵✶✵
(0.0169) (0.0123) (0.0144) (0.0159) (0.0279) (0.0093)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✼✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✺ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✹✷✯✯ ✲✵✳✵✶✸✯
(0.0128) (0.0093) (0.0113) (0.0123) (0.0191) (0.0076)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✽✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✺ ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✶✾ ✲✵✳✵✶✸✯✯
(0.0096) (0.0083) (0.0099) (0.0100) (0.0139) (0.0065)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✾✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✺ ✲✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✸ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✷✵✯ ✲✵✳✵✶✺✯✯✯
(0.0092) (0.0053) (0.0070) (0.0085) (0.0121) (0.0054)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✶✵✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✺ ✲✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✺ ✲✵✳✵✶✼✯✯✯
(0.0072) (0.0044) (0.0059) (0.0081) (0.0102) (0.0051)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾ ✕ ❚✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠②
▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ❡;✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✹✶✸✻ ❛♥❞ ✻✾✷✹✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.;✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶✼✳ ❆❧❧
)❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② SS■✳ ❚❋S ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡②
❛♥❞ S❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡/❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦/❡ ❉❡♣/❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦/ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;/♦♣❡/"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉/❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✾✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✹✿  !❡♠✐✉♠ ✐♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❣!♦✇,❤ !❛,❡. (2008− T ) ❢♦! ✐♥✐,✐❛❧❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠.
❙❛❧❡. ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡.,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡.
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✵✾✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✽ ✵✳✵✷✻ ✲✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✶✹ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✺✻✯ ✲✵✳✵✶✸
(0.0178) (0.0172) (0.0186) (0.0146) (0.0298) (0.0081)
 !❡♠✐✉♠ ❚❂✷✵✶✵✱ ✐❢ ❧♦❜❜② ✷✵✵✽ ✲✵✳✵✵✹ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✶✽✯✯✯
(0.0123) (0.0105) (0.0110) (0.0115) (0.0183) (0.0067)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾ ✕ ❚✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠②
▲♦❜❜② ✐♥ ✶✾✾✾ ❡;✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✹✼✼✽ ❛♥❞ ✻✷✹✸✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.;✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶✸✳ ❆❧❧
)❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦ ❝♦♥&)♦❧ ❢♦) .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳
▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② UU■✳ ❚❋U ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡②
❛♥❞ U❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡/❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦/❡ ❉❡♣/❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦/ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;/♦♣❡/"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉/❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✺✿ ❊①✲❛♥,❡ ❧♦❜❜② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ✶✾✾✾✱ ✈❛!②✐♥❣ ❤♦!✐③♦♥ T
 !❡✲❡♥,!② ♣!❡♠✐✉♠ ✐♥ ✶✾✾✾
❙❛❧❡. ❚❋ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐,❛❧ ■♥✈❡.,♠❡♥, ❊♠♣❧♦②❡❡.
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✵ ✵✳✶✷✶ ✲✵✳✵✵✾ ✵✳✵✽✵ ✵✳✷✶✹✯✯ ✵✳✷✾✻✯✯✯ ✶✳✺✼✵✯✯✯
(0.0760) (0.0456) (0.0654) (0.0882) (0.1036) (0.1885)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✶ ✵✳✶✽✶✯✯✯ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✾✽✯✯ ✵✳✷✵✷✯✯✯ ✵✳✷✹✽✯✯✯ ✶✳✸✹✻✯✯✯
(0.0569) (0.0457) (0.0498) (0.0616) (0.0682) (0.1349)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✷ ✵✳✷✶✹✯✯✯ ✵✳✵✻✽✯ ✵✳✶✶✾✯✯✯ ✵✳✶✸✻✯✯ ✵✳✶✽✼✯✯✯ ✶✳✹✵✾✯✯✯
(0.0476) (0.0378) (0.0395) (0.0582) (0.0674) (0.1214)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✸ ✵✳✶✽✶✯✯✯ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✾✼✯✯ ✵✳✶✾✼✯✯✯ ✵✳✷✺✼✯✯✯ ✶✳✺✻✻✯✯✯
(0.0479) (0.0427) (0.0477) (0.0507) (0.0606) (0.1044)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✹ ✵✳✷✷✽✯✯✯ ✵✳✵✸✺ ✵✳✶✺✵✯✯✯ ✵✳✷✹✵✯✯✯ ✵✳✷✻✶✯✯✯ ✶✳✺✸✾✯✯✯
(0.0510) (0.0422) (0.0511) (0.0540) (0.0621) (0.1045)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✺ ✵✳✷✵✹✯✯✯ ✵✳✵✻✹✯ ✵✳✶✸✺✯✯✯ ✵✳✶✼✻✯✯✯ ✵✳✷✹✷✯✯✯ ✶✳✹✼✺✯✯✯
(0.0487) (0.0381) (0.0442) (0.0489) (0.0567) (0.0985)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✻ ✵✳✷✶✹✯✯✯ ✵✳✵✸✾ ✵✳✶✵✷✯✯✯ ✵✳✶✸✶✯✯✯ ✵✳✷✶✾✯✯✯ ✶✳✹✹✵✯✯✯
(0.0421) (0.0348) (0.0379) (0.0458) (0.0526) (0.1004)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✷✷✺✯✯✯ ✵✳✵✺✾ ✵✳✶✺✼✯✯✯ ✵✳✶✻✼✯✯✯ ✵✳✷✸✷✯✯✯ ✶✳✹✷✹✯✯✯
(0.0471) (0.0365) (0.0431) (0.0496) (0.0567) (0.0956)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✶✽✷✯✯✯ ✵✳✵✻✶✯ ✵✳✶✷✽✯✯✯ ✵✳✵✻✼ ✵✳✶✽✹✯✯✯ ✶✳✹✸✾✯✯✯
(0.0455) (0.0334) (0.0360) (0.0461) (0.0514) (0.0995)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✶✷✺✯✯✯ ✵✳✵✼✽✯✯✯ ✵✳✶✶✾✯✯✯ ✵✳✵✸✼ ✵✳✶✺✶✯✯✯ ✶✳✻✶✸✯✯✯
(0.0426) (0.0295) (0.0341) (0.0434) (0.0500) (0.0916)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✶✷✼✯✯✯ ✵✳✵✼✵✯✯ ✵✳✶✸✷✯✯✯ ✵✳✵✼✶ ✵✳✶✽✾✯✯✯ ✶✳✻✷✾✯✯✯
(0.0488) (0.0345) (0.0378) (0.0434) (0.0512) (0.0963)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡;✉❛❧. ♦♥❡
✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✻✽✹✼ ❛♥❞ ✽✶✻✷✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.;✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✷✹ ❛♥❞ ✵✳✽✼✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② UU■✳ ❚❋U ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ U❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮
❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡/❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦/❡ ❉❡♣/❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦/ ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. ;/♦♣❡/"②✱ ;❧❛♥" ❛♥❞ ❊?✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉/❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
✾✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✻✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✷✱ ✈❛,②✐♥❣ ❤♦,✐③♦♥ ❚
8,❡✲❡♥%,② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✷
❙❛❧❡: ❚❋8 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡:%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡:
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✸ ✲✵✳✵✸✸ ✵✳✵✻✽ ✵✳✶✷✹✯✯ ✵✳✶✾✾✯✯✯ ✵✳✸✶✹✯✯✯ ✶✳✺✻✷✯✯✯
(0.0715) (0.0419) (0.0497) (0.0763) (0.0856) (0.1455)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✹ ✵✳✵✹✸ ✵✳✶✵✹✯✯✯ ✵✳✷✵✸✯✯✯ ✵✳✷✶✶✯✯✯ ✵✳✸✶✹✯✯✯ ✶✳✺✵✵✯✯✯
(0.0699) (0.0371) (0.0532) (0.0701) (0.0792) (0.1289)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✺ ✵✳✶✸✵✯✯ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✼✾✯ ✵✳✶✷✹✯✯ ✵✳✷✵✼✯✯✯ ✶✳✺✻✹✯✯✯
(0.0517) (0.0427) (0.0444) (0.0538) (0.0613) (0.1072)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✻ ✵✳✶✺✼✯✯✯ ✲✵✳✵✵✹ ✵✳✵✺✹ ✵✳✶✸✼✯✯✯ ✵✳✶✾✸✯✯✯ ✶✳✹✻✼✯✯✯
(0.0487) (0.0403) (0.0434) (0.0518) (0.0609) (0.1064)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✶✹✻✯✯✯ ✵✳✵✻✷✯ ✵✳✶✸✵✯✯✯ ✵✳✶✼✹✯✯✯ ✵✳✷✸✸✯✯✯ ✶✳✹✻✺✯✯✯
(0.0487) (0.0358) (0.0404) (0.0554) (0.0653) (0.1039)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✶✶✵✯✯ ✵✳✵✹✹ ✵✳✶✶✸✯✯✯ ✵✳✶✷✻✯✯ ✵✳✷✵✸✯✯✯ ✶✳✺✸✶✯✯✯
(0.0473) (0.0312) (0.0391) (0.0544) (0.0636) (0.1060)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✶✵✶✯✯ ✵✳✵✻✽✯✯ ✵✳✶✵✾✯✯✯ ✵✳✶✸✷✯✯ ✵✳✷✺✺✯✯✯ ✶✳✼✵✷✯✯✯
(0.0422) (0.0281) (0.0331) (0.0531) (0.0618) (0.0974)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✶✷✵✯✯✯ ✵✳✵✹✶ ✵✳✶✵✻✯✯✯ ✵✳✶✹✼✯✯✯ ✵✳✷✻✻✯✯✯ ✶✳✼✺✻✯✯✯
(0.0437) (0.0328) (0.0369) (0.0521) (0.0620) (0.0995)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ✷✵✵✷✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡8✉❛❧. ♦♥❡
✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✺✽✸✾ ❛♥❞ ✻✾✾✸✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.8✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✷✺ ❛♥❞ ✵✳✽✾✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② SS■✳ ❚❋S ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ S❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮
❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡ ❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✼✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✺✱ ✈❛,②✐♥❣ ❤♦,✐③♦♥ ❚
8,❡✲❡♥%,② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✺
❙❛❧❡: ❚❋8 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡:%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡:
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✻ ✵✳✶✽✽✯✯ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✾✸ ✵✳✶✺✸ ✵✳✷✻✹✯✯✯ ✶✳✶✻✽✯✯✯
(0.0783) (0.0608) (0.0678) (0.1085) (0.1000) (0.1703)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✷✷✶✯✯✯ ✵✳✶✵✸✯✯ ✵✳✶✻✺✯✯✯ ✵✳✶✺✻✯✯ ✵✳✷✼✹✯✯✯ ✶✳✷✷✵✯✯✯
(0.0683) (0.0448) (0.0497) (0.0785) (0.0783) (0.1271)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✶✻✽✯✯✯ ✵✳✵✽✻✯✯ ✵✳✶✸✸✯✯✯ ✵✳✵✻✾ ✵✳✷✹✷✯✯✯ ✶✳✷✼✻✯✯✯
(0.0601) (0.0384) (0.0436) (0.0787) (0.0766) (0.1217)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✶✻✼✯✯✯ ✵✳✵✽✵✯✯ ✵✳✶✷✸✯✯✯ ✵✳✵✾✷ ✵✳✶✽✸✯✯✯ ✶✳✹✻✽✯✯✯
(0.0525) (0.0319) (0.0375) (0.0688) (0.0705) (0.1097)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✷✵✸✯✯✯ ✵✳✵✻✼✯✯ ✵✳✶✺✷✯✯✯ ✵✳✷✵✼✯✯✯ ✵✳✸✶✽✯✯✯ ✶✳✺✼✾✯✯✯
(0.0519) (0.0312) (0.0357) (0.0618) (0.0628) (0.1081)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ✷✵✵✺✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡8✉❛❧. ♦♥❡
✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✺✹✹✺ ❛♥❞ ✻✹✷✸✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.8✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✷✼ ❛♥❞ ✵✳✽✼✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② SS■✳ ❚❋S ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ S❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮
❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡ ❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✾✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✽✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ✈❛,②✐♥❣ ❤♦,✐③♦♥ ❚
9,❡✲❡♥%,② ♣,❡♠✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✽
❙❛❧❡; ❚❋9 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡;%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡;
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✷✼✼✯✯✯ ✵✳✵✹✹ ✵✳✶✵✸✯ ✵✳✷✺✺✯✯✯ ✵✳✸✸✼✯✯✯ ✶✳✸✺✸✯✯✯
(0.0715) (0.0522) (0.0557) (0.0800) (0.0875) (0.1474)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✷✺✼✯✯✯ ✵✳✵✸✾ ✵✳✶✶✻✯✯ ✵✳✷✼✼✯✯✯ ✵✳✸✻✼✯✯✯ ✶✳✸✽✻✯✯✯
(0.0639) (0.0467) (0.0504) (0.0712) (0.0782) (0.1284)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡9✉❛❧. ♦♥❡
✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✹✻✸✶ ❛♥❞ ✺✺✷✼✳ ❆❞❥✉.&❡❞ ❘✲.9✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✷✽ ❛♥❞ ✵✳✽✺✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡ ✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾
❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞ T❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮
❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡ ❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥
♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯ p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯
p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✾✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ❢,♦♠ ✶✾✾✾ %♦ T − 1
9,❡✲❡♥%,② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ✶✾✾✾✲✭❚✲✶✮
❙❛❧❡; ❚❋9 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡;%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡;
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✶ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✵✼ ✵✳✶✺✾✯✯✯ ✵✳✷✵✺✯✯✯ ✵✳✸✵✼✯✯✯ ✵✳✶✷✼✯✯✯
(0.0466) (0.0251) (0.0329) (0.0371) (0.0585) (0.0247)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✷ ✵✳✶✵✸✯✯✯ ✲✵✳✵✶✷ ✵✳✵✽✽✯✯✯ ✵✳✶✹✽✯✯✯ ✵✳✶✾✷✯✯✯ ✵✳✵✾✶✯✯✯
(0.0206) (0.0151) (0.0210) (0.0207) (0.0331) (0.0150)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✸ ✵✳✵✼✸✯✯✯ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✶✶✸✯✯✯ ✵✳✶✵✻✯✯✯ ✵✳✵✻✽✯✯✯
(0.0152) (0.0142) (0.0175) (0.0142) (0.0238) (0.0112)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✹ ✵✳✵✺✵✯✯✯ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✺✸✯✯✯ ✵✳✵✻✾✯✯✯ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✵✸✽✯✯✯
(0.0134) (0.0098) (0.0134) (0.0124) (0.0175) (0.0096)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✺ ✵✳✵✻✼✯✯✯ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✻✵✯✯✯ ✵✳✵✽✶✯✯✯ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✵✺✵✯✯✯
(0.0114) (0.0083) (0.0109) (0.0115) (0.0145) (0.0089)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✻ ✵✳✵✻✶✯✯✯ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✺✷✯✯✯ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✻✽✯✯✯ ✵✳✵✸✽✯✯✯
(0.0096) (0.0065) (0.0100) (0.0105) (0.0121) (0.0079)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✺✹✯✯✯ ✵✳✵✻✻✯✯✯ ✵✳✵✼✶✯✯✯ ✵✳✵✸✽✯✯✯
(0.0089) (0.0052) (0.0079) (0.0095) (0.0109) (0.0073)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✵✺✺✯✯✯ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✹✹✯✯✯ ✵✳✵✻✼✯✯✯ ✵✳✵✻✺✯✯✯ ✵✳✵✸✸✯✯✯
(0.0084) (0.0048) (0.0077) (0.0085) (0.0101) (0.0066)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✵✺✻✯✯✯ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✹✶✯✯✯ ✵✳✵✻✸✯✯✯ ✵✳✵✻✶✯✯✯ ✵✳✵✷✻✯✯✯
(0.0078) (0.0044) (0.0073) (0.0079) (0.0092) (0.0062)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✵✻✼✯✯✯ ✵✳✵✵✼✯ ✵✳✵✹✼✯✯✯ ✵✳✵✻✻✯✯✯ ✵✳✵✻✻✯✯✯ ✵✳✵✸✸✯✯✯
(0.0075) (0.0038) (0.0067) (0.0077) (0.0092) (0.0058)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾
✕ ✭❚✲✶✮✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡9✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✷✺✹✶ ❛♥❞ ✼✷✺✹✳ ❆❞❥✉.&❡❞
❘✲.9✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✸ ❛♥❞ ✵✳✶✾✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦
❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡
✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞
T❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡
❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯
p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✾✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✵✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ❢,♦♠ ✷✵✵✷ %♦ T − 1
6,❡✲❡♥%,② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ✷✵✵✷✲✭❚✲✶✮
❙❛❧❡< ❚❋6 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡<%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡<
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✹ ✵✳✵✹✸ ✲✵✳✵✷✷ ✲✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✺✸ ✲✵✳✵✷✵
(0.0347) (0.0249) (0.0280) (0.0472) (0.0590) (0.0306)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✺ ✵✳✵✻✵✯✯✯ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✺✼✯✯ ✵✳✵✺✼✯✯✯ ✵✳✵✻✷✯✯ ✵✳✵✸✵✯✯
(0.0208) (0.0194) (0.0229) (0.0203) (0.0295) (0.0138)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✻ ✵✳✵✻✾✯✯✯ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✺✸✯✯✯ ✵✳✵✸✺✯✯ ✵✳✵✻✷✯✯✯ ✵✳✵✸✺✯✯✯
(0.0152) (0.0127) (0.0152) (0.0155) (0.0206) (0.0107)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✵✼✹✯✯✯ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✹✺✯✯✯ ✵✳✵✺✹✯✯✯ ✵✳✵✼✵✯✯✯ ✵✳✵✸✹✯✯✯
(0.0133) (0.0090) (0.0118) (0.0138) (0.0168) (0.0096)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✵✼✶✯✯✯ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✹✼✯✯✯ ✵✳✵✻✵✯✯✯ ✵✳✵✽✸✯✯✯ ✵✳✵✹✶✯✯✯
(0.0113) (0.0067) (0.0095) (0.0117) (0.0146) (0.0077)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✸✾✯✯✯ ✵✳✵✻✶✯✯✯ ✵✳✵✻✶✯✯✯ ✵✳✵✷✽✯✯✯
(0.0106) (0.0059) (0.0085) (0.0094) (0.0119) (0.0071)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✶✺✯✯ ✵✳✵✹✹✯✯✯ ✵✳✵✺✷✯✯✯ ✵✳✵✻✵✯✯✯ ✵✳✵✷✻✯✯✯
(0.0092) (0.0062) (0.0084) (0.0088) (0.0119) (0.0064)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾
✕ ✭❚✲✶✮✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡>✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✷✾✷✺ ❛♥❞ ✻✸✵✻✳ ❆❞❥✉.&❡❞
❘✲.>✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✵ ❛♥❞ ✵✳✶✻✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦
❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡
✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞
T❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡
❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯
p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✶✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ❢,♦♠ ✷✵✵✺ %♦ T − 1
6,❡✲❡♥%,② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ✷✵✵✺✲✭❚✲✶✮
❙❛❧❡< ❚❋6 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡<%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡<
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✼ ✵✳✵✻✾✯✯ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✹✾✯ ✵✳✶✵✶✯✯ ✵✳✵✺✺ ✵✳✵✹✹✯✯
(0.0295) (0.0257) (0.0295) (0.0406) (0.0457) (0.0180)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✽ ✵✳✵✻✶✯✯✯ ✲✵✳✵✵✾ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✵✻✹✯ ✵✳✵✸✸✯✯✯
(0.0226) (0.0160) (0.0180) (0.0265) (0.0324) (0.0127)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✵✾ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✸✹✯✯ ✵✳✵✽✸✯✯✯ ✵✳✵✽✽✯✯✯ ✵✳✵✸✷✯✯✯
(0.0198) (0.0119) (0.0148) (0.0204) (0.0242) (0.0104)
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✷✾✯✯ ✵✳✵✹✹✯✯✯ ✵✳✵✺✹✯✯✯ ✵✳✵✸✵✯✯✯
(0.0145) (0.0102) (0.0124) (0.0150) (0.0176) (0.0085)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾
✕ ✭❚✲✶✮✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡>✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✸✺✵✹ ❛♥❞ ✺✽✸✼✳ ❆❞❥✉.&❡❞
❘✲.>✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✲✵✳✵✵ ❛♥❞ ✵✳✶✶✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦
❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡
✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞
T❛❦❡. ✭✶✾✾✻✮ ❡.&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉.&)② ♣)♦❞✉❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✷✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✳ ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐. ❖♣❡.❛"✐♥❣ ■♥❝♦♠❡ ❇❡❢♦.❡
❉❡♣.❡❝✐❛"✐♦♥ ♣❧✉$ ▲❛❜♦. ❈♦$"✳ ❈❛♣✐&❛❧ ✐. :.♦♣❡."②✱ :❧❛♥" ❛♥❞ ❊>✉✐♣♠❡♥"✳ ■♥✈❡.&♠❡♥& ✐. ❈❛♣✐"❛❧ ❊①♣❡♥❞✐"✉.❡$✳ ✯ p < 0✳✶❀ ✯✯
p < 0✳✵✺❀ ✯✯✯ p < 0✳✵✶✳
✸✳❆✳ ❘❖❇❯❙❚◆❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ❆◆❉ ❆❉❉■❚■❖◆❆▲ ❚❆❇▲❊❙ ✾✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✷✿ ❊①✲❛♥%❡ ❧♦❜❜② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ❢,♦♠ ✷✵✵✽ %♦ ✷✵✵✾
8,❡✲❡♥%,② ❣,♦✇%❤ ♣,❡♠✐✉♠ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾
❙❛❧❡: ❚❋8 ❱❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ❈❛♣✐%❛❧ ■♥✈❡:%♠❡♥% ❊♠♣❧♦②❡❡:
▲♦❜❜② ✐♥ ❚❂✷✵✶✵ ✵✳✵✹✼✯ ✵✳✵✽✵✯✯✯ ✵✳✵✾✻✯✯✯ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✸✸✯
(0.0267) (0.0285) (0.0328) (0.0236) (0.0567) (0.0178)
◆♦"❡$✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ✈❛)✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐. &❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❣)♦✇&❤ )❛&❡ ♦❢ &❤❡ )❡.♣❡❝&✐✈❡ ✜)♠ ❝❤❛)❛❝&❡)✐.&✐❝ ✐♥ &❤❡ ♣❡)✐♦❞ ✶✾✾✾
✕ ✭❚✲✶✮✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ▲♦❜❜② ✐♥ ❚ ❡>✉❛❧. ♦♥❡ ✐❢ ❛ ✜)♠ ❧♦❜❜✐❡❞ ✐♥ ②❡❛) ❚✳ ◆✉♠❜❡) ♦❢ ♦❜.❡)✈❛&✐♦♥. ❜❡&✇❡❡♥ ✹✵✽✹ ❛♥❞ ✺✵✾✸✳ ❆❞❥✉.&❡❞
❘✲.>✉❛)❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ✵✳✵✷ ❛♥❞ ✵✳✶✸✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✹✲❞✐❣✐& ◆❆■❈❙ ✜①❡❞ ❡✛❡❝&.✳ ❆❧❧ )❡❣)❡..✐♦♥. ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜)♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& &♦
❝♦♥&)♦❧ ❢♦) ✜)♠ .✐③❡✱ ❡①❝❡♣& ❢♦) &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ )❡❣)❡..✐♦♥✳ ❘♦❜✉.& .&❛♥❞❛)❞ ❡))♦). ❛)❡ ❞❡♥♦&❡❞ ✐♥ ♣❛)❡♥&❤❡.❡.✳ ▼♦♥❡&❛)② ✈❛)✐❛❜❧❡. ❛)❡
✐♥ ❝♦♥.&❛♥& ✶✾✾✾ ❯❙✩ ✭♠✐❧❧✐♦♥.✮✱ ❞❡✢❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❞✉.&)② TT■✳ ❚❋T ✐. ✜)♠✲❧❡✈❡❧ &♦&❛❧ ❢❛❝&♦) ♣)♦❞✉❝&✐✈✐&② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ❛♥ ❖❧❧❡② ❛♥❞
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✸✳❇ ❚❋% ❡'(✐♠❛(✐♦♥
✸✳❇✳✶ ❖❧❧❡② ❛♥❞ +❛❦❡- ✭✶✾✾✻✮ ❛♣♣3♦❛❝❤
❋♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✉+,"②✱ ❧❡, ,❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛+ ♣"♦❞✉❝,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ✜"♠ i ❛, ,✐♠❡ t ❜❡
yit = β0 + βllit + βkkit + ωit + ηit, ✭✸✳✶✽✮
✇❤❡"❡ yit ✐+ ❧♦❣ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✱ lit ✐+ ❧♦❣ ❧❛❜♦" ✐♥♣✉,✱ ❛♥❞ kit ✐+ ❧♦❣ ❝❛♣✐,❛❧ ✐♥♣✉,✳ ❚❤❡ ❡""♦"
,❡"♠ ηit ✐+ ♥❡✐,❤❡" ♦❜+❡"✈❡❞ ❜② ,❤❡ ✜"♠ ♥♦" ❜② ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡,"✐❝✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❛, ,❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡"✐♦❞ ✜"♠ ♣"♦❞✉❝,✐✈✐,② ωit✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❛++✉♠❡❞ ,♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉+
▼❛"❦♦✈ ♣"♦❝❡++✱ ✐+ ♦♥❧② ♦❜+❡"✈❡❞ ❜② ,❤❡ ✜"♠ ❛♥❞ ♥♦, ❦♥♦✇♥ ❜② ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡,"✐❝✐❛♥✳
❊+,✐♠❛,✐♥❣ ❡G✉❛,✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ❜② ❖▲❙ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❜✐❛+❡❞ "❡+✉❧,+ ❢♦" ,✇♦ "❡❛+♦♥+✳ ❋✐"+,✱
❛ +✐♠✉❧,❛♥❡✐,② ❜✐❛+ ❝❛♥ ❛"✐+❡✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❧❛❜♦" ✐♥♣✉, ❛, ,✐♠❡ t✱ lit✱ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✜"♠
♣"♦❞✉❝,✐✈✐,② ✐♥ ,❤❡ +❛♠❡ ♣❡"✐♦❞✱ ωit✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ +❡❧❡❝,✐♦♥ ❜✐❛+ ❝♦✉❧❞ ❛"✐+❡ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✳
❙✉♣♣♦+❡ ❛❢,❡" ♦❜+❡"✈✐♥❣ ✐,+ ♣"♦❞✉❝,✐✈✐,② ❛, ,❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡"✐♦❞✱ ❛ ✜"♠ ❢❛❝❡+ ,❤"❡❡
❞❡❝✐+✐♦♥+✳ ❋✐"+,✱ ✇❤❡,❤❡" ,♦ +,❛② ✐♥ ,❤❡ ♠❛"❦❡, ♦" ,♦ ❡①✐,✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ ,❤❡
✈❛"✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉, ✭❧❛❜♦"✮ ✐, +❤♦✉❧❞ ✉+❡✳ ❚❤✐"❞✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐, +❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡+, ✐♥ ❝❛♣✐,❛❧✳ ■❢ ωit
✐+ ❛❜♦✈❡ ❛ ,❤"❡+❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ωt✱ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢"♦♠ +,❛②✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ♠❛"❦❡, ✐+ ❤✐❣❤❡" ,❤❛♥ ,❤❡
✈❛❧✉❡ ❢"♦♠ ❡①✐,✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ωit✱ ✜"♠+ ✇✐,❤ ❧♦✇ ❝❛♣✐,❛❧ +,♦❝❦ ❣❡♥❡"❛,❡ ❧♦✇❡" ❡①♣❡❝,❡❞
❢✉,✉"❡ ♣"♦✜,+✳ ❊✈❡♥ ✇✐,❤ "❡❧❛,✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ωit✱ +♠❛❧❧ ✜"♠+ ✇✐❧❧ ❡①✐,✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ ❛
+♠❛❧❧ +✉"✈✐✈✐♥❣ ✜"♠ ♠✉+, ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ "❡❧❛,✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣"♦❞✉❝,✐✈✐,② +❤♦❝❦✳ ❚❤✉+✱ ωit ❛♥❞
kit ❛"❡ ♥❡❣❛,✐✈❡❧② ❝♦""❡❧❛,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♦❜+❡"✈❡❞ ❞❛,❛✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ ❛ ❞♦✇♥✇❛"❞ ❜✐❛+ ♦❢ ❛♥ ❖▲❙
❡+,✐♠❛,❡ ♦❢ βk✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥, ❢♦" ,❤✐+ +❡❧❢✲+❡❧❡❝,✐♦♥ ❜✐❛+✱ ❖❧❧❡② ❛♥❞ M❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥
❡①✐, "✉❧❡✳ ❚❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐,② ,♦ +✉"✈✐✈❡ ✉♥,✐❧ ♣❡"✐♦❞ t ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ ❧❛+, ♣❡"✐♦❞+ ♣"♦❞✉❝,✐✈✐,②
+❤♦❝❦ ωit−1 ❛♥❞ ,❤❡ ♣"♦❞✉❝,✐✈✐,② ,❤"❡+❤♦❧❞ ωt−1✳ ■♥ ♣"❛❝,✐❝❡✱ ,❤❡ ❡+,✐♠❛,❡❞ +✉"✈✐✈❛❧
♣"♦❜❛❜✐❧✐,② Pˆt ✐+ ❞❡"✐✈❡❞ ❢"♦♠ ❛ M"♦❜✐, "❡❣"❡++✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ,❤✐"❞✲♦"❞❡" ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥
❧❛❣❣❡❞ ❝❛♣✐,❛❧ ❛♥❞ ❧❛❣❣❡❞ ✐♥✈❡+,♠❡♥,✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ M❛❦❡+ ✭✶✾✾✻✮ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ❝♦♥+✐+,+ ♦❢ +❡✈❡"❛❧
+,❛❣❡+✳ ▲❡, ✜"♠ i′s ✐♥✈❡+,♠❡♥, ❢✉♥❝,✐♦♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② iit(ωit, kit)✳ ❇② ✐♥✈❡",✐♥❣ ,❤❡ ✐♥✈❡+,✲
♠❡♥, ❢✉♥❝,✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ +✉❜+,✐,✉,❡ ωit = hit(iit, kit) ✐♥,♦ ❡G✉❛,✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ,♦ ❡+,✐♠❛,❡ ,❤❡
✶✵✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❧❛❜♦$ ❝♦❡✣❝✐❡♥* βl ✐♥ ❛ ✜$,*✲,*❛❣❡✿
yit = βllit + φit(iitkit) + ηit, ✭✸✳✶✾✮
✇❤❡$❡ φit(iitkit) = β0 + βkkit + hit(iitkit) ✐, ❝❛♣*✉$❡❞ ❜② ❛ *❤✐$❞✲♦$❞❡$ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥
✐♥✈❡,*♠❡♥* ❛♥❞ ❝❛♣✐*❛❧✳ ■❢ ωit ❢♦❧❧♦✇, ❛ $❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦✱ ✐*, ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ ✐, ξit = ωit − ωit−1✳
◆♦*❡ *❤❛* φˆt−1−βkkt−1 ✐, ❛♥ ❡,*✐♠❛*❡ ♦❢ ωt−1✳ ❙✉❜,*✐*✉*✐♥❣ *❤❡,❡ *❡$♠, ❛♥❞ *❤❡ ❡,*✐♠❛*❡❞
❧❛❜♦$ ❝♦❡✣❝✐❡♥* βˆl ✐♥*♦ ❡D✉❛*✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ❣✐✈❡,
yit − βˆllit = βkkit + φˆit−1 − βkkit−1 + ξit + ηit. ✭✸✳✷✵✮
❯,✐♥❣ *❤❡ ❡,*✐♠❛*❡❞ ,✉$✈✐✈❛❧ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② Pˆit✱ *❤❡ ❝❛♣✐*❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥* βk ✐, ❡,*✐♠❛*❡❞ ✉,✐♥❣
*❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡D✉❛*✐♦♥✿
yit − βˆllit = βkkit + g(φˆit−1 − βkkit−1, Pˆit) + ξit + ηit, ✭✸✳✷✶✮
✇❤❡$❡ ❛ *❤✐$❞✲♦$❞❡$ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ φˆit−1 − βkkit−1 ❛♥❞ Pˆit ✐, ✉,❡❞ *♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛*❡ *❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ g(.)✳ ❈♦♥,❡D✉❡♥*❧②✱ ✇✐*❤ *❤❡ ❡,*✐♠❛*❡ ♦❢ *❤❡ ❝❛♣✐*❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥* βˆk✱
❚❋M ✭✐♥ ❧♦❣ ✈❛❧✉❡,✮ ✐,
❚❋Mit = yit − βˆllit − βˆkkit. ✭✸✳✷✷✮
✸✳❇✳✷ ❚❋& ❡()✐♠❛)✐♦♥ ✐♥ ❙❚❆❚❆
❚❤❡ ✉,❡$✲✇$✐**❡♥ ♣$♦❣$❛♠, ♦♣"❡❣ ❢$♦♠ ❨❛,❛$ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❧❡✈♣❡' ❢$♦♠ M❡*$✐♥
❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥* *❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ M❛❦❡, ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥,♦❤♥ ❛♥❞ M❡*$✐♥ ✭✷✵✵✸✮
❛♣♣$♦❛❝❤❡, ✐♥ ❙❚❆❚❆✱ $❡,♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✼ ❛♥❞ ✸✳✹✽✱ ■ $❡♣♦$* $❡,✉❧*, ❢$♦♠ ❡,✲
*✐♠❛*✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐♥❞✉,*$② ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ❛* *❤❡ ✷✲❞✐❣✐* ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧ ❢♦$
❜♦*❤ ❡,*✐♠❛*✐♦♥ ❛♣♣$♦❛❝❤❡,✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ,❤♦✇, ❛ ,❝❛**❡$ ♣❧♦* ♦❢ ❖❧❧❡② ❛♥❞ M❛❦❡, ✭✶✾✾✻✮
❛♥❞ ▲❡✈✐♥,♦❤♥ ❛♥❞ M❡*$✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ✜$♠ ❚❋M ❡,*✐♠❛*❡,✱ $❡❝♦✈❡$❡❞ ❢$♦♠ ✷✲❞✐❣✐* ◆❆■❈❙
♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ❡,*✐♠❛*✐♦♥,✳ ❇♦*❤ ✈❛$✐❛❜❧❡, ❛$❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦$$❡❧❛*❡❞ (ρ = 0.93) ❛♥❞
❛ ,✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛$ ✜* ✭❡✈❡♥ ✇✐*❤♦✉* ❝♦♥*$♦❧❧✐♥❣ ❢♦$ ②❡❛$ ♦❢ ✐♥❞✉,*$② ✜①❡❞ ❡✛❡❝*,✮ ❧❡❛❞, ❛
❤✐❣❤❧② ,✐❣♥✐✜❝❛♥* ❛♥❞ ♣♦,✐*✐✈❡ $❡❣$❡,,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ♦❢ ✵✳✼✽✽✳ ❈♦♥,❡D✉❡♥*❧②✱ ✉,✐♥❣ ✷✲❞✐❣✐*
▲❡✈✐♥,♦❤♥ ❛♥❞ M❡*$✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ❚❋M ❡,*✐♠❛*❡, ❧❡❛❞, *♦ ,✐♠✐❧❛$ $❡,✉❧*,✳
❆, $♦❜✉,*♥❡,, ❝❤❡❝❦,✱ ■ ❞✐❞ ❛❧,♦ ❡,*✐♠❛*❡ ✐♥❞✉,*$② ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥, ❛* *❤❡ ✸✲❞✐❣✐*,
❛♥❞ ✹✲❞✐❣✐*, ◆❆■❈❙ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ *♦ ,✐♠✐❧❛$ $❡,✉❧*, ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ $❡D✉❡,*✮✳ ❍♦✇❡✈❡$✱
✇✐*❤ ❤✐❣❤❡$ ❧❡✈❡❧, ♦❢ ✐♥❞✉,*$② ❞✐,❛❣❣$❡❣❛*✐♦♥✱ ❢♦$ ,♦♠❡ ✐♥❞✉,*$✐❡, *❤❡$❡ ✐, ❛♥ ✐♥,✉✣❝✐❡♥*
♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜,❡$✈❛*✐♦♥, *♦ ❡,*✐♠❛*❡ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*, ♦❢ *❤❡ ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ✉,✐♥❣
❖❧❧❡② ❛♥❞ M❛❦❡, ✭✶✾✾✻✮ ♦$ ▲❡✈✐♥,♦❤♥ ❛♥❞ M❡*$✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ♠❡*❤♦❞,✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✻ $❡♣♦$*,
*❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠✐,,✐♥❣ ♦❜,❡$✈❛*✐♦♥, ❛♥❞ ✐♥❞✉,*$✐❡, ❢♦$ *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥* ◆❆■❈❙ ✐♥❞✉,*$②
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CC■✱ ✺✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✻✼✹✸
CC■✱ ✻✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✶✵✵✻✼
◆♦"❡$✿ ;&♦❞✉❝❡& ♣&✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭;;■✮ ❢&♦♠
❇❊❆✬, ❯❙ ■♥❞✉,$&② ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆❝❝♦✉♥$,✱
✇✇✇✳❜❡❛✳❣♦✈✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✷✿ ❆✈❡%❛❣❡ ✇❛❣❡ ♠✐))✐♥❣)
❲❛❣❡ ❞❛9❛ ▼✐))✐♥❣)
❇▲❙ ❛♥♥✉❛❧ ✇❛❣❡✱ ✷✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✸✺
❇▲❙ ❛♥♥✉❛❧ ✇❛❣❡✱ ✸✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✶✶✵✷
❇▲❙ ❛♥♥✉❛❧ ✇❛❣❡✱ ✹✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✷✼✷✻
❇▲❙ ❛♥♥✉❛❧ ✇❛❣❡✱ ✺✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✻✷✾✽
❇▲❙ ❛♥♥✉❛❧ ✇❛❣❡✱ ✻✲❞✐❣✐9) ◆❆■❈❙ ✾✸✽✸
◆♦"❡$✿ ❆♥♥✉❛❧ ❛✈❡&❛❣❡ ✇❛❣❡, ❢&♦♠ $❤❡ ◗✉❛&$❡&❧② ❈❡♥,✉, ♦❢ ❊♠✲
♣❧♦②♠❡♥$ ❛♥❞ ❲❛❣❡, ;&♦❣&❛♠✱ ❇▲❙ ❞❛$❛❜❛,❡ ❢$♣✿✴✴❢$♣✳❜❧,✳❣♦✈✳
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▲❛❞❡♥ ❲ ❝♦♥=♦❧✐❞❛7❡❞ ✷✵✵✷ ✶✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✜❧❡ ❇
◆❛♠❡ ❨❡❛+ ✐❞❇
✜+♠❛❆ ✷✵✵✷ ✶
✜+♠❛❇ ✷✵✵✷ ✷
✜+♠❛❈ ✷✵✵✷ ✸
❊♥7+❡♣+✐=❡❨ ✷✵✵✷ ✹
❋✐+♠❛❘ ✷✵✵✷ ✺
✜+♠❛❛❝ ✷✵✵✷ ✻
❋✐+♠❛ ❳ ✷✵✵✷ ✼
❯♥✐ ▼❛+❜✉+❣ ✷✵✵✷ ✽
❍❡++ ▼❡✐❡+ ✷✵✵✷ ✾
▲❛❞❡♥ ❱ ❝♦♥=♦❧✐❞❛7❡❞ ✷✵✵✷ ✶✵
▲❛❞❡♥ ❲ ❝♦♥= ✷✵✵✷ ✶✶
✸✳❉ ❋✉③③② '()✐♥❣ ♠❛(❝❤✐♥❣ ♠❡(❤♦❞'
❚♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ ❤♦✇ *✐♠✐❧❛- '✇♦ ✇♦-❞* ❛-❡✱ ❜✐❣-❛♠ ❛❧❣♦-✐'❤♠* ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧
❧✐♥❣✉✐*'✐❝* ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❞ ✭❇❧❛*♥✐❦✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆ ❜✐❣-❛♠ ✐* ❛ ❝♦♥'✐❣✉♦✉* *❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ '✇♦ ❧❡''❡-*
♦❢ ❛ ✇♦-❞✳ ❋♦- ✐♥*'❛♥❝❡✱ ❵'-❛✐♥✬ ✐* *♣❧✐' ✉♣ ✐♥'♦ '❤❡ ❜✐❣-❛♠* ❵'-✬✲❵-❛✬✲❵❛✐✬✲❵✐♥✬✳ ▼♦-❡
❢♦-♠❛❧❧②✱ ✐❢ a = (a1, a2, . . . , an) ✐* ❛ *'-✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤❛* n ❧❡''❡-*✱ '❤❡ *❡' ♦❢ ❛❧❧ ❜✐❣-❛♠* ✐*
Ta = {(ai, ai+1) : i ∈ {1, . . . , n− 1}}✳ ◆♦'❡ '❤❛' '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❜✐❣-❛♠* ♦❢ '❤✐*
*'-✐♥❣ ✐* |Ta| = length(a) − 1✳ ❚❤❡ ❜✐❣-❛♠ ♠❛'❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦-✐'❤♠ ❤❛* ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞
❜② ❇❧❛*♥✐❦ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥ ❙❚❆❚❆✬* -❡❝❧✐♥❦ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚❤❡ -❡❝❧✐♥❦ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝♦♠♣✉'❡* ❛ *♦
❝❛❧❧❡❞ ❞✐❝❡✲>✉❛❧✐'② ✐♥❞❡① ✭❉✐❝❡✱ ✶✾✹✺✮✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② '❤❡ *♦ ❝❛❧❧❡❞ ❲✐♥❦❧❡- ❛❞❥✉*'♠❡♥'✿
Q =
2|Ta ∩ Tb|
|Ta|+ |Tb|
+
w
10
(
1−
2|Ta ∩ Tb|
|Ta|+ |Tb|
)
, ✭✸✳✷✸✮
✇❤❡-❡ w ✐* '❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♠❛'❝❤✐♥❣ ❜✐❣-❛♠* ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ✜-*' ❢♦✉- ❜✐❣-❛♠*✳ ❚❤❡ ❲✐♥❦❧❡-
❛❞❥✉*'♠❡♥' '❛❦❡* ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❛' '✇♦ *'-✐♥❣* ❛-❡ ♠♦-❡ ❧✐❦❡❧② '♦ ♠❛'❝❤ ✐❢ '❤❡✐- ✜-*'
❝❤❛-❛❝'❡-* ❛-❡ ✐❞❡♥'✐❝❛❧✳ ❚❤✐* ✐* >✉✐'❡ ✉*❡❢✉❧ ❢♦- ♦✉- ♣✉-♣♦*❡ ♦❢ ♠❛'❝❤✐♥❣ *'-✐♥❣* ♦❢ ✜-♠
♥❛♠❡*✱ ❜❡❝❛✉*❡ ✜-♠ ♥❛♠❡* ♦❢'❡♥ ❞✐✛❡- ♦♥❧② ✇✐'❤ -❡*♣❡❝' '♦ '❤❡✐- ❧❡❣❛❧ ❢♦-♠✱ ❡✳❣✳✱ ❵❙✉♣❡-
❇-❛♥❞*✬ ❛♥❞ ❵❙✉♣❡- ❇-❛♥❞* ■♥❝♦-♣♦-❛'❡❞✬✳
❚♦ ✐❧❧✉*'-❛'❡ ❤♦✇ '❤❡ -❡❝❧✐♥❦ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇♦-❦*✱ '✇♦ *❛♠♣❧❡ ✜❧❡* ✭❆✜❧❡ ❛♥❞ ❇✜❧❡✮ ❛-❡
♠❛'❝❤❡❞ ✉*✐♥❣ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❚❆❚❆ ❝♦♠♠❛♥❞✿
 ❡❝❧✐♥❦ ♥❛♠❡ ②❡❛ ✉+✐♥❣ ❇❢✐❧❡ ✐❞♠❛+0❡ ✭✐❞❆✮ ✐❞✉+✐♥❣✭✐❞❇✮ ✇♠❛0❝❤✭✺ ✺✮  ❡7✉✐ ❡❞✭②❡❛ ✮ ❣❡♥✭7✉❛❧✐0②✮
✇❤❡-❡ ✇♠❛#❝❤✭✺ ✺✮ *♣❡❝✐✜❡* '❤❡ ✇❡✐❣❤'* ❣✐✈❡♥ '♦ ♠❛'❝❤❡* ❢♦- ✈❛-✐❛❜❧❡* ♥❛♠❡ ❛♥❞ ②❡❛,✳
❚❤❡ ✐♥♣✉' ✜❧❡* ❛-❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡* ✸✳✺✸ ❛♥❞ ✸✳✺✹ ❛♥❞ '❤❡ ♦✉'♣✉' ✜❧❡ ✐* *❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✺✳ ◆♦'❡ '❤❛' -❡❝❧✐♥❦ ♣❡-❢♦-♠* ❛ ♦♥❡✲'♦✲♦♥❡ ♠❛'❝❤✿ ❵✜-♠❛ ❆✬ ✐* ♠❛'❝❤❡❞ ♦♥❧②
♦♥❝❡ ❛❧'❤♦✉❣❤ ✜❧❡ ❆ ❝♦♥'❛✐♥* ❛ ❞✉♣❧✐❝❛'❡ ✇-✐''❡♥ ✇✐'❤ ❛ ❝❛♣✐'❛❧✱ ❵❋✐-♠❛ ❆✬✳ ❆❧*♦✱ '❤❡ '✇♦
-❡❝♦-❞* '❤❛' -❡❢❡- '♦ ❵❯♥✐ ▼❛♥♥❤❡✐♠✬ ❛♥❞ ❵❯♥✐ ▼❛-❜✉-❣✬ ❣❡' -❡❧❛'✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♠❛'❝❤✐♥❣
*❝♦-❡*✳ ❚❤✐* ✐* ♣-♦❜❛❜❧② ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❲✐♥❦❧❡- ❛❞❥✉*'♠❡♥' ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ *❤♦✇*
'❤❛' ♠❛♥✉❛❧ ✈❡-✐✜❝❛'✐♦♥ ✐* ❛❜*♦❧✉'❡❧② ♥❡❝❡**❛-②✳
■♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ ✐' ✐* ✐♠♣♦-'❛♥' '♦ ❝❤❡❝❦ ♦✉'♣✉' ✜❧❡* ❣❡♥❡-❛'❡❞ ❜② '❤❡ -❡❝❧✐♥❦ ❝♦♠♠❛♥❞
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Registrant Client Name
LOBBYING ISSUES
11. General lobbying issue areas (Select all applicable codes).
12. Specific lobbying issues (current and anticipated)
AFFILIATED ORGANIZATIONS
13. Is there an entity other than the client that contributes more than $5,000 to the lobbying activities of the registrant in
a quarterly period and either actively participates in and/or in whole or in major part plans, supervises or controls the registrant’s
lobbying activities?
No --> Go to line 14. Yes --> Complete the rest of this section for each entity matching the
criteria above, then proceed to line 14.
Internet Address:
Name Address
Street
City                                              State/Province    Zip Code      Country
Principal Place of Business 
City
State Country
City
State Country
City
State Country
FOREIGN ENTITIES
14. Is there any foreign entity
a) holds at least 20% equitable ownership in the client or any organization identified on line 13: or
b) directly or indirectly, in whole or in major part, plans, supervises, controls, directs, finances or subsidizes activities of
the client or any organization identified on line 13; or
c) is an affiliate of the client or any organization identified on line 13 and has a direct interest in the outcome of the
lobbying activity?
No --> Sign and date the registration. Yes --> Complete the rest of this section for each entity matching 
the criteria above, then sign the registration.
Name
Address
Street
City                           State/Province   Country
Principal place of business
(city and state or country)
Amount of contribution
for lobbying activities
Ownership
City
State Country
v6.0.0d
%
City
State Country
%
Signature Date
Printed Name and Title
Filed Electronically
Coca-Cola Enterprises, Inc.
CSP LBR MAN ENV
22
HR 5512, Coin Modernization and Taxpayer Savings Act of 2008
S. 2745/HR 2419, Farm Bill - Nutrition Title
HR 4238, Bottle Recycling Climate Protection Act of 2007
Clean Water Trust Fund - currently in proposal form; Child Nutrition Act
BEV AGR
Eugene Rackley    Director, Public Affairs and Government Relations
TRDFOO TAX
03/31/2008
Coca-Cola Enterprises, Inc.
Page ______ of ______
Clerk of the House of Representatives
Legislative Resource Center
B-106 Cannon Building
Washington, DC 20515
http://lobbyingdisclosure.house.gov http://www.senate.gov/lobby
Secretary of the Senate
Office of Public Records
232 Hart Building
Washington, DC 20510
LOBBYING REGISTRATION
Lobbying Disclosure Act of 1995 (Section 4)
Check One: New Registrant New Client for Existing Registrant Amendment
1. Effective Date of Registration
2. House Identification Senate Identification
REGISTRANT Organization/Lobbying Firm Self Employed Individual
3. Registrant
Address Address2
City State Zip - Country
4. Principal place of business (if different than line 3)
City State Zip - Country
5. Contact name and telephone number International Number
Contact Telephone E-mail
6. General description of registrant's business or activities
CLIENT A Lobbying Firm is required to file a separate registration for each client.  Organizations employing in-house lobbyists should check the box
labeled "Self" and proceed to line 10. Self
7. Client name
Address
City State Zip - Country
8. Principal place of business (if different than line 7)
City State Zip - Country
9. General description of client's business or activities
LOBBYISTS
10. Name of each individual who has acted or is expected to act as a lobbyist for the client identified on line 7. If any person listed in 
this section has served as a “covered executive branch official” or “covered legislative branch official” within twenty years of first
acting as a lobbyist for the client, state the executive and/or legislative position(s) in which the person served.
Name Covered Official Position (if applicable)
First Last Suffix
v6.0.0d
IVEugene
Jennifer
grackley@cokecce.com
Page _____ of ______
GAAtlanta
Eugene Rackley
P.O. Box 723040
Beverage manufacturing, sales, and distribution
21
Coca-Cola Enterprises, Inc.
31139 USA
(770) 989-3408
03/31/2008
Coca-Cola Enterprises, Inc.
Rackley
Thomas
40048370
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Registrant Client Name
LOBBYING ACTIVITY. Select as many codes as necessary to reflect the general issue areas in which the registrant
engaged in lobbying on behalf of the client during the reporting period. Using a separate page for each code, provide
information as requested. Add additional page(s) as needed.
15. General issue area code                          (one per page)
16. Specific lobbying issues
17. House(s) of Congress and Federal agencies Check if None
18. Name of each individual who acted as a lobbyist in this issue area
Covered Official Position (if applicable) NewFirst Name Last Name Suffix
19. Interest of each foreign entity in the specific issues listed on line 16 above Check if None
Printed Name and Title
v6.0.1f
Ofc of Sen. Snowe 2009-2011 & Rep. S. Johnson
137
TRADE (DOMESTIC/FOREIGN)
U.S. HOUSE OF REPRESENTATIVES
Matt Echols, Vice President Corporate Government Relations
THE COCA-COLA COMPANY
Janet
Black
THE COCA-COLA COMPANY
TRD
Howard
Kathleen
✔
Page ______ of ______
Promotion of free trade agreements with Korea, Colombia, and Panama
Clerk of the House of Representatives
Legislative Resource Center
B-106 Cannon Building
Washington, DC 20515
Secretary of the Senate
Office of Public Records
232 Hart Building
Washington, DC 20510
LOBBYING REPORT
Lobbying Disclosure Act of 1995 (Section 5)  - All Filers Are Required to Complete This Page
1. Registrant Name Organization/Lobbying Firm Self Employed Individual
2. Address Check if different than previously reported
Address1 Address2
City State Zip Code - Country
3. Principal place of business (if different than line 2)
City State Zip Code - Country
4a. Contact Name b. Telephone Number
International Number
c. E-mail 5. Senate ID#
6. House ID#7. Client Name Self Check if client is a state or local government or instrumentality
TYPE OF REPORT 8. Year Q1 (1/1 - 3/31) Q2 (4/1 - 6/30) Q3 (7/1-9/30) Q4 (10/1 - 12/31)
9. Check if this filing amends a previously filed version of this report
10. Check if this is a Termination Report Termination Date 11. No Lobbying Issue Activity
INCOME OR EXPENSES - YOU MUST complete either Line 12 or Line 13
12. Lobbying 13. Organizations
INCOME EXPENSErelating to lobbying activities for this reporting period
was: were:
Less than $5,000
$5,000 or more $
relating to lobbying activities for this reporting period
Less than $5,000
$5,000 or more $
Provide a good faith estimate, rounded to the nearest $10,000, 
of all lobbying related income from the client (including all
payments to the registrant by any other entity for lobbying
activities on behalf of the client).
14. REPORTING
accounting method. See instructions for description of options.
Check box to indicate expense
Method A.
Method B.
Method C.
Reporting amounts using LDA definitions only
Reporting amounts under section 6033(b)(8) of the
Internal Revenue Code
Reporting amounts under section 162(e) of the Internal
Revenue Code
Signature Date
Printed Name and Title
v6.0.1f
http://lobbyingdisclosure.house.gov http://www.senate.gov/lobby
✔
2011
✔
GA
THE COCA-COLA COMPANY
THE COCA-COLA COMPANY
✔
309140000
Filed Electronically
30313
(202) 973-2663
13Page ______ of ______
mechols@na.ko.com
USA
1
    $1,450,000.00
✔
✔
9751-12
Matt Echols, Vice President Corporate Government Relations
ONE COCA-COLA PLAZA
ATLANTA
Matt Echols
07/20/2011
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❙✐♠✐❧❛% &♦ ♠❛&❝❤✐♥❣ &❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛&❛✱ ❢♦% ❙✉❜3✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❞❛&❛ ■ ❛❧3♦ %❛♥ 3❡✈❡%❛❧
❧✐♥❦❛❣❡ %♦✉♥❞3 ✉3✐♥❣ ❙❚❆❚❆✬3 ❜✉✐❧&✲✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞3 ♠❡"❣❡ ❛♥❞ "❡❝❧✐♥❦✳ ❙✉❜3✐❞②✲❚%❛❝❦❡%✬3
❝♦♠♣❛♥② ♥❛♠❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛♥②❛'✐' ✇❛3 ✉3❡❞ &♦ ♠❛&❝❤ &❤❡ ❙✉❜3✐❞②✲❚%❛❝❦❡% ❞❛&❛ &♦
❈♦♠♣✉3&❛& ✭✉3✐♥❣ ❝♦♥♠ ❛♥❞ ❝♦♥♠❧✮✳ ❚♦ ✐♠♣%♦✈❡ &❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡✱ 3&%✐♥❣ ✈❛%✐❛❜❧❡3
✇❡%❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ 3❡✈❡%❛❧ ✇❛②3 ❢♦% &❤❡ ❞✐✛❡%❡♥& ❧✐♥❦❛❣❡ %♦✉♥❞3✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛%❛❝&❡%3✱ ❜❧❛♥❦3✱
❛❜❜%❡✈✐❛&✐♦♥3 ❛♥❞ ❦❡②✇♦%❞3 ✇❡%❡ %❡♠♦✈❡❞ ❢%♦♠ &❤❡ 3&%✐♥❣ ✈❛%✐❛❜❧❡3✳ ❆3 ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✷
3❤♦✇3✱ ♦✈❡%❛❧❧ ✹✱✷✹✺ ✜%♠✲②❡❛% ♦❜3❡%✈❛&✐♦♥3 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛&❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡%❣❡ ❝♦♠♠❛♥❞
❧❡❛❞ &♦ ✷✱✻✺✷ ♠❛&❝❤❡3✳ ❚❤❡ %❡❝❧✐♥❦ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧❡❛❞ &♦ ✶✺✾✸ ♠❛&❝❤❡3✳
✸✳●✳ ▼❊❘●❊ ❋❊❉❊❘❆▲ ●❘❆◆❚❙ ❉❆❚❆ ❲■❚❍ ❈❖▼2❯❙❚❆❚ ✶✷✺
✸✳● ▼❡%❣❡ ❢❡❞❡%❛❧ ❣%❛♥,- ❞❛,❛ ✇✐,❤ ❈♦♠♣✉-,❛,
✸✳●✳✶ ❋❡❞❡'❛❧ ❣'❛♥,- ❞❛,❛✿ ♦✈❡'✈✐❡✇
❋✐"♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛*❛ ♦♥ ❢❡❞❡"❛❧ ❣"❛♥*/ ✐♥ *❤❡ ❯❙ ❛"❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ✉/❛/♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈✱
❛ ✇❡❜/✐*❡ ❝♦❧❧❡❝*✐♥❣ ❞❛*❛ ❢"♦♠ ❛ ✈❛"✐❡*② ♦❢ ❞✐✛❡"❡♥* /♦✉"❝❡/ ✭/❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✸✳✾✮✳ ❯♥*✐❧ ✜/❝❛❧
②❡❛" ✷✵✵✼✱ *❤❡ ❋❡❞❡"❛❧ ❆//✐/*❛♥❝❡ ❆✇❛"❞ ❉❛*❛ ❙②/*❡♠ ✭❋❆❆❉❙✮ ✇❛/ ♦♣❡"❛*❡❞ ❜② *❤❡
❯❙ ❈❡♥/✉/ ❇✉"❡❛✉ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝*❡❞ H✉❛"*❡"❧② ❞❛*❛ ❢"♦♠ ✸✸ ❞❡♣❛"*♠❡♥*/ ❛♥❞ ❛❣❡♥❝✐❡/ ♦❢
*❤❡ ❊①❡❝✉*✐✈❡ ❜"❛♥❝❤ ♦❢ *❤❡ ❋❡❞❡"❛❧ ●♦✈❡"♥♠❡♥*✳ ❙✐♥❝❡ ✜/❝❛❧ ②❡❛" ✷✵✵✼✱ ✸✶ ❞❡♣❛"*♠❡♥*/
❛♥❞ ❛❣❡♥❝✐❡/ ♦❢ *❤❡ ❊①❡❝✉*✐✈❡ ❜"❛♥❝❤ /✉❜♠✐* ❞❛*❛ *♦ *❤❡ ❋❡❞❡"❛❧ ❆//✐/*❛♥❝❡ ❆✇❛"❞ ❉❛*❛
❙②/*❡♠ M▲❯❙ ✭❋❆❆❉❙ M▲❯❙ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❞✐"❡❝*❧② ❧✐♥❦❡❞ *♦ ✉/❛/♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✸
❣✐✈❡/ ❛♥ ♦✈❡"✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛"✐❛❜❧❡/ ✐♥ *❤❡ ❢❡❞❡"❛❧ ❣"❛♥*/ ❞❛*❛✳ ❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✵ ❣✐✈❡/
❛♥ ♦✈❡"✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ❢❡❞❡"❛❧ /♣❡♥❞✐♥❣ ♣"♦❝❡// ✐♥ *❤❡ ❯❙✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ ❙♦✉#❝❡& ♦❢ ❯❙ ❢❡❞❡#❛❧ &♣❡♥❞✐♥❣ ❞❛0❛ ✭❙♦✉#❝❡✿ ✉&❛&♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈✮
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤❡ ♣#♦❝❡&& ♦❢ ❯❙ ❢❡❞❡#❛❧ &♣❡♥❞✐♥❣ ✭❙♦✉#❝❡✿ ✉&❛&♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈✮
✶✷✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❈❖❘#❖❘❆❚❊ ▲❖❇❇❨■◆● ❆◆❉ ❙❯❇❙■❉■❊❙
❚❛❜❧❡ ✸✳✻✸✿ ❱❛"✐❛❜❧❡' ❞❡✜♥✐+✐♦♥' ❋❡❞❡"❛❧ ●"❛♥+' ❞❛+❛
❉❛+❛ ❋❡❡❞ ✜❡❧❞ ♥❛♠❡ ❉❡'❝"✐♣+✐♦♥
"❡❝✐♣✐❡♥+❴♥❛♠❡ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴❝✐+②❴❝♦❞❡ ❚❤❡ ✜✈❡✲❞✐❣✐+ ❋■>❙ ❝✐+② ❝♦❞❡ ❢♦" +❤❡ ❝✐+② ✐♥ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ♦❢ +❤❡
"❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴❝✐+②❴♥❛♠❡ ❚❤❡ ❝✐+② ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ♦❢ +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞ ✐'
❧♦❝❛+❡❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴❝♦✉♥+②❴❝♦❞❡ ❚❤❡ +❤"❡❡✲❞✐❣✐+ ❋■>❙ ❝♦✉♥+② ❝♦❞❡ ♦" ❆◆❙■ ■◆❈■❚❙ ❝♦✉♥+② ❝♦❞❡
❢♦" +❤❡ ❝♦✉♥+② ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ❢♦" +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞
✐' ❧♦❝❛+❡❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴❝♦✉♥+②❴♥❛♠❡ ❚❤❡ ❝♦✉♥+② ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ❢♦" +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞ ✐'
❧♦❝❛+❡❞✳
❋✐"'+ +✇♦ ❝❤❛"❛❝+❡"' ♦❢ ✭"❡❝✐♣✐✲
❡♥+❴'+❛+❡❴❝♦❞❡✮
❚❤❡ +✇♦✲❞✐❣✐+ ❋■>❙ ♦" ■◆❈■❚❙ '+❛+❡ ❝♦❞❡ ❢♦" +❤❡ '+❛+❡ ♦" +❡""✐+♦"②
✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ❢♦" +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞ ✐' ❧♦❝❛+❡❞✳
❋♦✉"+❤ ❝❤❛"❛❝+❡" ♦♥✇❛"❞' ♦❢ ✭"❡✲
❝✐♣✐❡♥+❴'+❛+❡❴❝♦❞❡✮
❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ +❤❡ '+❛+❡ ♦" +❡""✐+♦"② ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ❢♦" +❤❡
"❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞ ✐' ❧♦❝❛+❡❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴③✐♣ ❚❤❡ ❩✐♣ ❝♦❞❡ ✐♥ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ♦❢ +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❛✇❛"❞✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴❝❞ ❚❤❡ ❈♦♥❣"❡''✐♦♥❛❧ ❞✐'+"✐❝+ ✐♥ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❛❞❞"❡'' ♦❢ +❤❡ "❡❝✐♣✐❡♥+ ♦❢
+❤❡ ❛✇❛"❞ ✐' ❧♦❝❛+❡❞✳ ✾✵ ✐♥❞✐❝❛+❡' ❞✐'+"✐❝+ ♥♦+ ❦♥♦✇♥✱ ✵✵ ❛+✲❧❛"❣❡
♦" '+❛+❡✇✐❞❡✱ ✾✽ ♥♦♥✈♦+✐♥❣✱ ✾✾ ♥♦ "❡♣"❡'❡♥+❛+✐✈❡✳
"❡❝✐♣❴❝❛+❴+②♣❡ ❚❤❡ ♦"✐❣✐♥❛❧ ❋❡❞❡"❛❧ ❆''✐'+❛♥❝❡ ❆✇❛"❞' ❉❛+❛ ❙②'+❡♠ "❡❝✐♣✐❡♥+
+②♣❡ ❝♦❞❡✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❯❙❆'♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈ ✐♥+♦ ❛ '❡+ ♦❢ ❜"♦❛❞❡"
❝❛+❡❣♦"✐❡' ✭❣♦✈❡"♥♠❡♥+✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ♥♦♥♣"♦✜+✱ ❢♦" ♣"♦✜+✱ ❤✐❣❤❡"
❡❞✱ ♦+❤❡"✮✳
"❡❝✐♣✐❡♥+❴+②♣❡ ❚❤❡ +②♣❡ ♦❢ "❡❝✐♣✐❡♥+ ✭✐✳❡✳✱ '+❛+❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+✱ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡"♥♠❡♥+✱
■♥❞✐❛♥ +"✐❜❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ '♠❛❧❧ ❜✉'✐♥❡''✱ ❢♦"✲♣"♦✜+✱ ♥♦♥♣"♦✜+✱ ❡+❝✳✮
"❡❝❡✐♣❴❛❞❞"✶ ❘❡❝✐♣✐❡♥+ ✬' ❋✉❧❧ ❛❞❞"❡'' ▲✐♥❡ ✶
"❡❝❡✐♣❴❛❞❞"✷ ❘❡❝✐♣✐❡♥+ ✬' ❋✉❧❧ ❛❞❞"❡'' ▲✐♥❡ ✷
"❡❝❡✐♣❴❛❞❞"✸ ❘❡❝✐♣✐❡♥+ ✬' ❋✉❧❧ ❛❞❞"❡'' ▲✐♥❡ ✸
❞✉♥'❴♥♦ ❯♥✐T✉❡ ♥✐♥❡✲❞✐❣✐+ ♥✉♠❜❡" ✐''✉❡❞ ❜② ❉✉♥ ✫ ❇"❛❞'+"❡❡+ +♦ +❤❡
❆❣❡♥❝②✳ ❋♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♣+✐♦♥❛❧ ❉❯◆❙ >❧✉' ✹ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇' ❛♥
❛❣❡♥❝② +♦ '✉❜♠✐+ ❞✐✛❡"❡♥+ ❜❛♥❦ ❛❝❝♦✉♥+ ❞❛+❛ ❢♦" ❛ '✐♥❣❧❡ ❉❯◆❙
✭❆''✐❣♥❡❞ ❜② ❉✉♥ ✫ ❇"❛❞'+"❡❡+✮✳
❞✉♥'❴❝♦♥❢❴❝♦❞❡ ❖♣+✐♦♥❛❧ ❞❛+❛ ✜❡❧❞ +♦ ❡♥+❡" +❤❡ ❉✫❇ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❈♦❞❡ "❡❝❡✐✈❡❞ ❢♦"
✈❛❧✐❞❛+❡❞ ❉❯◆❙ ❞❛+❛ ✭❆' ♣"♦✈✐❞❡❞ +♦ ❛❣❡♥❝✐❡' ❜② ❉✉♥ ✫ ❇"❛❞✲
'+"❡❡+ ✇❤❡♥ ♦❜+❛✐♥✐♥❣ ❉❯◆❙✮✳ ❖▼❇ ❡♥❝♦✉"❛❣❡' ❆❣❡♥❝✐❡' +♦ '✉❜✲
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✸✳●✳ ▼❊❘●❊ ❋❊❉❊❘❆▲ ●❘❆◆❚❙ ❉❆❚❆ ❲■❚❍ ❈❖▼2❯❙❚❆❚ ✶✷✼
❉❛"❛ ❋❡❡❞ ✜❡❧❞ ♥❛♠❡ ❉❡*❝,✐♣"✐♦♥
❝❢❞❛❴♣,♦❣,❛♠❴♥✉♠ ❚❤❡ ♥✉♠❡,✐❝ ❝♦❞❡ "❤❛" ✐♥❞✐❝❛"❡* "❤❡ ♣,♦❣,❛♠ ✉♥❞❡, ✇❤✐❝❤ "❤✐*
❛✇❛,❞ ✇❛* ❢✉♥❞❡❞ ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ❈❛"❛❧♦❣ ♦❢ ❋❡❞❡,❛❧ ❉♦♠❡*"✐❝ ❆**✐*✲
"❛♥❝❡ ✭❈❋❉❆✮✳ ◆✉♠❜❡,* "❤❛" ❝♦♥"❛✐♥ ❆❆❆✱ ❆❆❇ ❡"❝✳ ❛,❡ ♣*❡✉❞♦✲
❝♦❞❡* ❛♥❞ ❛,❡ ♥♦" ✐♥ ❈❋❉❆✳
❝❢❞❛❴♣,♦❣,❛♠❴"✐"❧❡ ❚❤❡ "✐"❧❡ ♦❢ "❤❡ ♣,♦❣,❛♠ ✉♥❞❡, ✇❤✐❝❤ "❤❡ ❛✇❛,❞ ✇❛* ❢✉♥❞❡❞✱ "❛❦❡♥
❢,♦♠ "❤❡ ❈❛"❛❧♦❣ ♦❢ ❋❡❞❡,❛❧ ❉♦♠❡*"✐❝ ❆**✐*"❛♥❝❡ ✭❈❋❉❆✮✳
❛**✐*"❛♥❝❡❴"②♣❡ ❚❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ ❋❡❞❡,❛❧ ❆**✐*"❛♥❝❡ ❆✇❛,❞* ❉❛"❛ ❙②*"❡♠ ❛**✐*"❛♥❝❡
"②♣❡ ❝♦❞❡✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❯❙❆*♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈ ✐♥"♦ ❛ *❡" ♦❢ ❜,♦❛❞❡,
❝❛"❡❣♦,✐❡* ✭❞✐,❡❝" ❣,❛♥"*✱ ❧♦❛♥*✱ ✐♥*✉,❛♥❝❡✱ ❡"❝✳✮
❛**"❴❝❛"❴"②♣❡ ❚❤❡ "②♣❡ ♦❢ ❛**✐*"❛♥❝❡ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❜② "❤❡ ❛✇❛,❞✿ ✇❤❡"❤❡, ✐" ✐* ❛
❣,❛♥"✱ ❝♦♦♣❡,❛"✐✈❡ ❛❣,❡❡♠❡♥"✱ ❞✐,❡❝" ♣❛②♠❡♥"✱ ❧♦❛♥✱ ✐♥*✉,❛♥❝❡✱
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❜② ❯❙❆*♣❡♥❞✐♥❣✳❣♦✈✳
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♥❡❣❛"✐✈❡ ♥✉♠❜❡, ,❡♣,❡*❡♥"* ❛ ❞❡❝,❡❛*❡ ✐♥ ❢✉♥❞✐♥❣✳
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✐♥ %❤❡✐) ♣❛♣❡) ❛❧❧ ❡①♣♦)%❡)1 ♥❡❝❡11❛)✐❧② ❜❡♥❡✜% ❢)♦♠ ❛♥ ❡①♣♦)% 1✉❜1✐❞②✱ ■ ❡①♣❧✐❝✐%❧② 1%✉❞②
1❡❧❡❝%✐♦♥ ✐♥%♦ 1✉❜1✐❞✐③❡❞ ❡①♣♦)%✐♥❣ ❜② ✐♥%)♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞♠✐♥✐1%)❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦1%1 %♦ )❡❝❡✐✈❡
❛♥ ❡①♣♦)% 1✉❜1✐❞②✳ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♥%)♦❞✉❝❡❞ ✐♥%♦ ❤❡%❡)♦❣❡♥❡♦✉1 ✜)♠1 ♠♦❞❡❧1 ❜②
❆❜❡❧✲❑♦❝❤ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❘❡❜❡②)♦❧ ❛♥❞ ❱❛✉❞❛② ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❝♦♥%)❛1% %♦ %❤❡1❡ ♣❛♣❡)1✱ ■ ♠❛❦❡
✉1❡ ♦❢ ✜)♠ ❤❡%❡)♦❣❡♥❡✐%② %♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ ❧♦❜❜② ❢♦)♠❛%✐♦♥ ✇✐%❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉1%)②✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉1
❧♦❜❜② ❢♦)♠❛%✐♦♥ ❛❝)♦11 ✐♥❞✉1%)② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼✐%)❛ ✭✶✾✾✾✮✳ ■♥ ❝♦♥%)❛1%✱ ■ ❢♦❝✉1 ♦♥
❡♥❞♦❣❡♥♦✉1 ❧♦❜❜② ❢♦)♠❛%✐♦♥ ✇✐%❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉1%)② ❛% %❤❡ ✜)♠ ❧❡✈❡❧✳ ❇♦♠❜❛)❞✐♥✐ ✭✷✵✵✽✮
❛❧1♦ 1%✉❞✐❡1 ❧♦❜❜② ♣❛)%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❛♥❞ ✜)♠ ❤❡%❡)♦❣❡♥❡✐%②✳ ■♥ ❝♦♥%)❛1% %♦ ❤❡) ♣❛♣❡)✱ ■
♠❛❦❡ ✉1❡ ♦❢ ♣)♦✜% 1❤✐❢%✐♥❣ ❡✛❡❝%1 %♦ ✐♥%)♦❞✉❝❡ ❝♦1%❧② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦) ❡①♣♦)% 1✉❜1✐❞✐❡1 ✐♥
❛ ▼❡❧✐%③✲%②♣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐%❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐1%✐❝ ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡%❡)♦❣❡♥❡♦✉1 ✜)♠1✳ ❚❤❡ ❦❡②
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❚❤✐# $❡#✉❧( ❣✐✈❡# ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛(✐♦♥ ❢♦$ $❡❝❡♥( ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ✜$♠✲❧❡✈❡❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ #❤♦✇✐♥❣ (❤❛( (❤❡$❡ ✐# ♥♦ ♣♦#✐(✐✈❡
❡✛❡❝( ♦❢ #✉❜#✐❞✐❡# ♦♥ ❡①♣♦$( ♣❛$(✐❝✐♣❛(✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❇❡$♥❛$❞ ❛♥❞ ❏❡♥#❡♥ ✭✷✵✵✹❜✮✱ ●C$❣ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ●✐$♠❛
❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮✱ ●✐$♠❛ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❜✮✮✳
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■♥ (❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦#(# ❝❛#❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐(✐♦♥ (♦ (❤❡ ❝♦#(# ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ (❤❡ #✉❜#✐❞②✱ (❤❡$❡ ✐# ❛❧#♦ ❛♥ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛(✐✈❡
✐♠♣❛❝( ❞✉❡ (♦ ❧❡## ❡①♣♦$( ♣$♦✜(# ♦❢ ♥♦♥✲#✉❜#✐❞✐③❡❞ ✜$♠#✳
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❙✉❜#✐❞✐❡# ♦♥ ✜①❡❞ ❝♦#(# ✐♥ ▼❡❧✐(③✲(②♣❡ ♠♦❞❡❧# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ #(✉❞✐❡❞ ❜② ❏✉♥❣ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ L✢N❣❡$ ❛♥❞ ❙✉❡❞❡❦✉♠
✭✷✵✶✸✮✳ ❈❤♦$ ✭✷✵✵✾✮ #(✉❞✐❡# ❋❉■ #✉❜#✐❞✐❡# ❢♦$ ❤❡(❡$♦❣❡♥❡♦✉# ✜$♠#✳
✶✸✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
♠❡❝❤❛♥✐'♠ ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ ✐' ❛❧'♦ ,❡❧❛-❡❞ -♦ ♣❛♣❡,' ✇✐-❤ -❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉♣❣,❛❞✐♥❣ ✭✐✳❡ ✜,♠'
♣❛② ✜①❡❞ ❝♦'-' -♦ ✐♥✈❡'- ✐♥ '✉♣❡,✐♦, -❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✭❇✉'-♦'✱ ✷✵✶✶✮✮✳ ■♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡,✱
-❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ❡①♣♦,- '✉❜'✐❞② ,❛-❡ ✭✐✳❡✳✱ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ,❛-❡ ♦❢ -❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉♣❣,❛❞✐♥❣✮ ✐' ❛♥
❡♥❞♦❣❡♥♦✉' ♦✉-❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧✬' ✉♥❞❡,❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐'♠ -❤❛- ❧❡❛❞' -♦ '❡❧❢✲'❡❧❡❝-✐♦♥ ♦❢ ✜,♠' ✐♥-♦ ❧♦❜❜②✐♥❣
,❡❧✐❡' ♦♥ -❤❡ '✉♣❡,♠♦❞✉❧❛,✐-② ♦❢ ❛ ✜,♠✬' ♣,♦✜- ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥ ♣,♦❞✉❝-✐✈✐-② ❛♥❞ ✐♥ -❤❡ ❡①♣♦,-
'✉❜'✐❞②✳ ❉✉❡ -♦ -❤❡ ❡①♣♦,- '✉❜'✐❞②✱ ❛❞❞✐-✐♦♥❛❧ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❡①♣♦,- ♣,♦✜-' ✐♥❝,❡❛'❡ ✇✐-❤ ✜,♠
♣,♦❞✉❝-✐✈✐-②✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞♠✐♥✐'-,❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦'-' ❛,❡ ✐❞❡♥-✐❝❛❧ ❛❝,♦'' ✜,♠'✳ ❈♦♥'❡E✉❡♥-❧②✱
-❤❡ '♦,-✐♥❣ ♣❛--❡,♥ ♦❢ ✜,♠' ✐♥-♦ '✉❜'✐❞✐③❡❞ ❡①♣♦,-✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞♦❡' ♥♦- ❤✐♥❣❡ ♦♥
-❤❡ ❛''✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ ❛ '✉❜'✐❞② ♦♥ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❡①♣♦,- ❝♦'-'✳ ❆❧-❡,♥❛-✐✈❡ '✉❜'✐❞② ✐♥'-,✉♠❡♥-'
-❤❛- ❞♦ ♥♦- ✈✐♦❧❛-❡ '✉♣❡,♠♦❞✉❧❛,✐-② ✭❡✳❣✳✱ ❛❞✲✈❛❧♦,❡♠ ♦, ✉♥✐- '✉❜'✐❞✐❡'✮ ❧❡❛❞ -♦ '✐♠✐❧❛,
'❡❧❡❝-✐♦♥ ♣❛--❡,♥'✳
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❚❤❡ '❡❧❡❝-✐♦♥ ❡✛❡❝- ✐' ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ -❤❡ ❤❡-❡,♦❣❡♥❡♦✉' ✜,♠' ❧✐-❡,❛✲
-✉,❡ ♦❢ ✐♥-❡,♥❛-✐♦♥❛❧ -,❛❞❡ ✭▼❡❧✐-③✱ ✷✵✵✸❀ ❍❡❧♣♠❛♥ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❈❤❛♥❡②✱ ✷✵✵✽❀ ▼,P③♦✈P
❛♥❞ ◆❡❛,②✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐' ✐' -❤❡ ✜,'- ♣❛♣❡, -❤❛- ❛♣♣❧✐❡' -❤✐' '❡❧❡❝-✐♦♥ ❡✛❡❝- -♦ ❧♦❜❜②✐♥❣
❢♦, ❡①♣♦,- '✉❜'✐❞✐❡'✳
❚❤❡,❡ ❛,❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ✈❡,② ,❡❝❡♥- ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ♣❛♣❡,' -❤❛- '-✉❞② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛- -❤❡ ✜,♠✲❧❡✈❡❧✳
❉✉❡ -♦ -❤❡ ✶✾✾✺ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐'❝❧♦'✉,❡ ❆❝-✱ -❤❡ ❯❙ ♣,♦✈✐❞❡ -❤❡ ♠♦'- ❝♦♠♣,❡❤❡♥'✐✈❡ ✜,♠✲
❧❡✈❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❞❛-❛ ✐♥ -❤❡ ✇♦,❧❞✳ ❇② ♥♦✇✱ '❡✈❡,❛❧ '-✉❞✐❡' ♠❛❦❡ ✉'❡ ♦❢ -❤✐' ❞❛-❛ ✭❡✳❣✳✱
❆♥'♦❧❛❜❡❤❡,❡ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❇♦♠❜❛,❞✐♥✐ ❛♥❞ ❚,❡❜❜✐ ✭✷✵✶✷✮✱ ❈❤❡♥ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ▲✉❞❡♠❛
❡- ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ■❣❛♥ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❑❡,, ❡- ❛❧✳ ✭❢♦,-❤❝♦♠✐♥❣✮✮✳ ▼♦'- ,❡❧❛-❡❞ -♦ ♠② ♣❛♣❡,✱
❜② '❤♦✇✐♥❣ -❤❛- -❤❡,❡ ❛,❡ ❝♦♥'✐❞❡,❛❜❧❡ ✜①❡❞ ❝♦'-' -♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ❑❡,, ❡- ❛❧✳ ✭❢♦,-❤❝♦♠✐♥❣✮
♣,♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦, -❤❡ ❛''✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐♥✐'-,❛-✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦'-'✳
❯'✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛-❛ '❡- ❢♦, ●❡,♠❛♥ ♠❛♥✉❢❛❝-✉,❡' ✐♥ -❤❡ ♣❡,✐♦❞ ✶✾✾✾✲✷✵✵✻✱ ❲❛❣♥❡,
✭✷✵✶✵✮ '❤♦✇' -❤❛- ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❢,❛❝-✐♦♥ ♦❢ '✉❜'✐❞✐③❡❞ ✜,♠' ✐' ❧♦✇✱ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜,♠' ❛,❡ ❧❛,❣❡,
❛♥❞ ❛,❡ ❛❧,❡❛❞② ♠♦,❡ ♣,♦✜-❛❜❧❡ ❜❡❢♦,❡ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ '✉❜'✐❞✐❡'✳
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●✐,♠❛ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❜✮ ✉'✐♥❣
❛❞❞✐-✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥ ♦♥ ●❡,♠❛♥ ♠❛♥✉❢❛❝-✉,❡,' ❡①♣♦,-'✱ ✜♥❞ ❛ ♣♦'✐-✐✈❡ ,❡❧❛-✐♦♥'❤✐♣
❜❡-✇❡❡♥ ❡①♣♦,-' ❛♥❞ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ '✉❜'✐❞✐❡'✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ -❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐-② ♦❢ '-❛,-✐♥❣ -♦ ❡①♣♦,-
✐' ♥♦- ❛✛❡❝-❡❞ ❜② '✉❜'✐❞✐❡'✳ ●✐,♠❛ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮ ✐♥✈❡'-✐❣❛-❡ -❤❡ ,❡❧❛-✐♦♥'❤✐♣ ❜❡-✇❡❡♥
♣,♦❞✉❝-✐♦♥ '✉❜'✐❞✐❡' ❛♥❞ ❡①♣♦,-' ✐♥ ❈❤✐♥❛✳ ❚❤❡'❡ ❛✉-❤♦,' ✜♥❞ -❤❛- ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ '✉❜'✐❞✐❡'
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♠♦❞❡❧ ✇✐)❤ ❤❡)❡1♦❣❡♥❡♦✉" ✜1♠" ❛♥❞ )✇♦ ❝♦✉♥)1✐❡"✱ ■ ✐♥)1♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣♦1) "✉❜"✐❞② ❛♥❞
❧♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ )❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝)✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝)✐♦♥ ✹✳✹✱ ■ ❞✐")✐♥❣✉✐"❤ ❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ ❝❛"❡"
✶✸
❲✐"❤ ❢%❡❡ ❡♥"%②✱ ❡①♣♦%" ♣❛%"✐❝✐♣❛"✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝%❡❛0❡✳
✶✹
❙❡❡ ❱❡♥❛❜❧❡0 ✭✶✾✽✼✮ ❢♦% ❛♥ ❡❛%❧② 0"✉❞② ♦♥ "❤❡ %❡❧♦❝❛"✐♦♥ ❡✛❡❝" ✐♥ ❛ ❑%✉❣♠❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡❝❡♥"❧②✱ ❖00❛ ✭✷✵✶✶❛✮
♠❛❦❡0 ✉0❡ ♦❢ %❡❧♦❝❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"0 "♦ 0"✉❞② "%❛❞❡ ♥❡❣♦"✐❛"✐♦♥0 ✐♥ ❛ ♥❡✇ "%❛❞❡ ♠♦❞❡❧✳
✶✸✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✇✐"❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐+",❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦+"+✳ ❋♦, ❜♦"❤ ❝❛+❡+✱ ■ ✜,+" +"✉❞② "❤❡ ❡9✉✐❧✐❜,✐✉♠
✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ +✉❜+✐❞② ♦, ✇✐"❤ ❛♥ ❡①✲❛♥"❡ ✇❡❧❢❛,❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡,♥♠❡♥"✱ ❜❡❢♦,❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣
"❤❡ ❡9✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❙❡❝"✐♦♥ ✹✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡+✳
✹✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
■♥ "❤✐+ +❡❝"✐♦♥✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ "❤❡ ▼❡❧✐"③ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❛♥❞ ♣,❡+❡♥"
❛ ❜❛+❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ "✇♦ ❝♦✉♥",✐❡+✱ ♠♦♥♦♣♦❧✐+"✐❝ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥"✐♥✉✉♠ ♦❢
❤❡"❡,♦❣❡♥❡♦✉+ ✜,♠+✳ ❙✉❜+❡9✉❡♥"❧②✱ ■ ✐♥",♦❞✉❝❡ ❛ ✉♥✐❧❛"❡,❛❧ ❡①♣♦," +✉❜+✐❞② ✐♥"♦ "❤❡
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ +"✉❞② "❤❡ ❝❛+❡ ✇❤❡,❡ ✜,♠+ ❝❛♥ ❥♦✐♥ ❛ +♣❡❝✐❛❧ ✐♥"❡,❡+" ❣,♦✉♣ "❤❛" ❧♦❜❜✐❡+ ❢♦,
"❤❡ ❡①♣♦," +✉❜+✐❞②✳ ❊++❡♥"✐❛❧❧②✱ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣,❡+❡♥"❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐+ ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ✈❡,+✐♦♥
♦❢ "❤❡ ❝❧♦+❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❑❛♠♠❡,❡, ✭✷✵✶✸❝✮✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ♣❛,"+ ♦❢ "❤❡ ❞❡+❝,✐♣"✐♦♥
♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛,❡ ❤✐❣❤❧② +✐♠✐❧❛, ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❑❛♠♠❡,❡, ✭✷✵✶✸❝✮✳
✹✳✷✳✶ ❇❛&❡❧✐♥❡ +✇♦ ❝♦✉♥+0② ♠♦❞❡❧ ✇✐+❤ ❤❡+❡0♦❣❡♥❡♦✉& ✜0♠&
 !❡❢❡!❡♥❝❡&✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡ "✇♦ ❝♦✉♥",✐❡+✱ i = Home ❛♥❞ j = Foreign✳ ■♥ ❜♦"❤ ❝♦✉♥",✐❡+✱
"❤❡,❡ ✐+ ❛ ❞✐✛❡,❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞+ +❡❝"♦, ❛♥❞ ❛ +❡❝"♦, ✇❤❡,❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+ ❣♦♦❞✱ X✱ ✐+
♣,♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡, ❝♦♥+"❛♥" ,❡"✉,♥+ "♦ +❝❛❧❡✳ ❖♥❡ ✉♥✐" ♦❢ "❤✐+ ♦✉"+✐❞❡ ❣♦♦❞ ✐+ ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜②
♦♥❡ ✉♥✐" ♦❢ ❧❛❜♦, ✐♥♣✉" +✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ✇❛❣❡ ,❛"❡ ✐+ ✜①❡❞ "♦ ♦♥❡✳ ❋♦, +✐♠♣❧✐❝✐"② "❤❡ ♠❛++
♦❢ ❧❛❜♦, ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥",② ✐+ ♥♦,♠❛❧✐③❡❞ "♦ ♦♥❡✱ +✉❝❤ "❤❛" ❛ ❝♦✉♥",②✬+ "♦"❛❧ ❧❛❜♦, ✐♥❝♦♠❡ ✐+
❛❧+♦ ✜①❡❞ "♦ ✉♥✐"②✳
✶✺
❚❤❡ ♦✉"+✐❞❡ ❣♦♦❞ ✐+ ❢,❡❡❧② ",❛❞❡❞ ❜❡"✇❡❡♥ ❝♦✉♥",✐❡+ ❛♥❞ +❡,✈❡+ ❛+
♥✉♠R,❛✐,❡✳ ❋♦, "❤❡ +❛❦❡ ♦❢ ❜,❡✈✐"②✱ ■ ❧❛② ♦✉" "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢,♦♠ "❤❡ ♣❡,+♣❡❝"✐✈❡ ♦❢ ❝♦✉♥",②
i = Home✳ ❚❤❡ 9✉❛+✐❧✐♥❡❛, ✉"✐❧✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ,❡♣,❡+❡♥"❛"✐✈❡ ❝♦♥+✉♠❡, ✐♥ ❝♦✉♥",② i
✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②
U(Xi, Qi) = yi ln(Qi) +Xi, ✭✹✳✶✮
✇❤❡,❡ yi > 0✳
✶✻
◆♦"❡ "❤❛" ❜② ✉"✐❧✐"② ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❝♦♥+"❛♥" yi ❡9✉❛❧+ ❛❣❣,❡❣❛"❡
❡①♣❡♥❞✐"✉,❡ ♦❢ "❤❡ ,❡♣,❡+❡♥"❛"✐✈❡ ❝♦♥+✉♠❡, ♦❢ ❝♦✉♥",② i ♦♥ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐✛❡,❡♥"✐❛"❡❞
✈❛,✐❡"✐❡+✱ yi = PiQi✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉✐①✐" ❛♥❞ ❙"✐❣❧✐"③ ✭✶✾✼✼✮✱ ✈❛,✐❡"✐❡+ +♦❧❞ ❞♦♠❡+"✐❝❛❧❧② ❜②
❤♦♠❡ ✜,♠+✱ ωii ∈ Ωii, ❛♥❞ ✐♠♣♦,"❡❞ ✈❛,✐❡"✐❡+ ♦❢ ❢♦,❡✐❣♥ ✜,♠+✱ ωji ∈ Ωji✱ ❢♦,♠ ❛ ❝♦♥+"❛♥"
❡❧❛+"✐❝✐"② ♦❢ +✉❜+"✐"✉"✐♦♥ ✭❈❊❙✮ ❝♦♠♣♦+✐"❡ ❣♦♦❞✿
Qi = [
ˆ
ωii∈Ωii
q(ωii)
σ−1
σ dωii +
ˆ
ωji∈Ωji
q(ωji)
σ−1
σ dωji]
σ
σ−1 , ✭✹✳✷✮
✇❤❡,❡ σ > 1 ❞❡♥♦"❡+ "❤❡ ❡❧❛+"✐❝✐"② ♦❢ +✉❜+"✐"✉"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ✈❛,✐❡"✐❡+✱ ❛♥❞ q(ω) ✐+ "❤❡
❝♦♥+✉♠❡❞ 9✉❛♥"✐"② ♦❢ ✈❛,✐❡"② ω✳ ❚❤❡ +✉♠ ♦❢ ❛❣❣,❡❣❛"❡ ♣,♦✜"+ ♦❢ ✜,♠+ ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥",②
i✱ Πi, ❛♥❞ ❧❛❜♦, ✐♥❝♦♠❡ ❣✐✈❡+ "♦"❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦✉♥",② i✱ Yi = Πi + 1. ❚♦"❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐+
+♣❡♥❞ ♦♥ ❞✐✛❡,❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞+ ❛♥❞ ♦♥ "❤❡ ♦✉"+✐❞❡ ❣♦♦❞✱ +✉❝❤ "❤❛" Yi = yi +Xi✳ ❉✉❡ "♦
9✉❛+✐❧✐♥❡❛, ♣,❡❢❡,❡♥❝❡+✱ ✇❡❧❢❛,❡ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② Wi = Yi+CSi✱ ✇❤❡,❡ CSi = yi ln(Qi)−PiQi =
yi ln(
yi
Pi
)− yi ❞❡♥♦"❡+ ❝♦♥+✉♠❡, +✉,♣❧✉+✳ ❯"✐❧✐"② ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥ ②✐❡❧❞+ "❤❡ +"❛♥❞❛,❞ ❈❊❙
✶✺
■ ✐♠♣❧✐❝✐&❧② ❛))✉♠❡ &❤❛& ❛❣❣.❡❣❛&❡ ❧❛❜♦. ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ &❤❡ ❞✐✛❡.❡♥&✐❛&❡❞ ❣♦♦❞) )❡❝&♦. ✐) ❧❡)) &❤❛♥ ♦♥❡✱ )✉❝❤ &❤❛&
❜♦&❤ ❝♦✉♥&.✐❡) ❛❧)♦ ♣.♦❞✉❝❡ &❤❡ ♦✉&)✐❞❡ ❣♦♦❞✳ ❆❧❧ .❡)✉❧&) ❤♦❧❞ ✐❢ &❤❡ ♠❛)) ♦❢ ❧❛❜♦. ✐♥ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐) ❣.❡❛&❡.
&❤❛♥ ♦♥❡✳
✶✻
◗✉❛)✐❧✐♥❡❛. ♣.❡❢❡.❡♥❝❡) ✇✐&❤ ❛♥ ♦✉&)✐❞❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❧♦❣ ✉&✐❧✐&② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❛.✐♦✉) .❡❝❡♥& ♣❛♣❡.) ✭❡✳❣✳✱
❆❜❡❧✲❑♦❝❤ ✭✷✵✶✵✮✱ ❇.❡✐♥❧✐❝❤ ❛♥❞ ❈✉D❛& ✭✷✵✶✵✮✱ E✢G❣❡. ❛♥❞ ❘✉))❡❦ ✭✷✵✶✹✮✱ E✢G❣❡. ❛♥❞ ❙✉❡❞❡❦✉♠ ✭✷✵✶✸✮✮✳
✹✳✷✳ ❚❍❊ ▼❖❉❊▲ ✶✸✼
❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❢♦+ ✈❛+✐❡(② ω✿
q(ω) = Aip(ω)
−σ, Ai = yiP
σ−1
i , ✭✹✳✸✮
✇❤❡+❡ p(ω) ❞❡♥♦(❡6 (❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ✈❛+✐❡(② ω, ❛♥❞ Pi ✐6 (❤❡ ❞✉❛❧ ♣+✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥(+② i✱
❞❡✜♥❡❞ ❛6
Pi = [
ˆ
ωii∈Ωii
p(ωii)
1−σdωii +
ˆ
ωji∈Ωji
p(ωji)
1−σdωji]
1
1−σ . ✭✹✳✹✮
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ✜,♠ ❜❡❤❛✈✐♦,✳ ❋✐+♠6 ✉6❡ ❧❛❜♦+ ❛6 ♦♥❧② ✐♥♣✉( (♦ ♣+♦❞✉❝❡ ❛ ✉♥✐>✉❡
✈❛+✐❡(② ✐♥ ❛ ♠❛+❦❡( ✇✐(❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐6(✐❝ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✳ ❆ ✜+♠ ❞+❛✇6 ✐(6 ♣+♦❞✉❝(✐✈✐(② ϕ
✭✐✳❡✳✱ (❤❡ ✐♥✈❡+6❡ ♦❢ ✐(6 ✈❛+✐❛❜❧❡ ♣❡+✲✉♥✐( ❧❛❜♦+ +❡>✉✐+❡♠❡♥(✮ ❢+♦♠ ❛ B❛+❡(♦ ❞✐6(+✐❜✉(✐♦♥
✇✐(❤ 6❤❛♣❡ ♣❛+❛♠❡(❡+ θ > σ ❛♥❞ 6❝❛❧❡ ♣❛+❛♠❡(❡+ b > 0✳✶✼ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛(✐✈❡ ❞✐6(+✐❜✉(✐♦♥
❢✉♥❝(✐♦♥ ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜② V (ϕ) = 1 −
(
b
ϕ
)θ
✱ 6✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐(② ❞❡♥6✐(② ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐6
v(ϕ) = θb
θ
ϕθ+1
❢♦+ ϕ ≥ b✳✶✽ ▲♦✇ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ θ ❝♦++❡6♣♦♥❞ (♦ ✏❢❛( (❛✐❧6✑ ♦❢ (❤❡ ♣+♦❞✉❝(✐✈✐(②
❞✐6(+✐❜✉(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡+❡❢♦+❡ (♦ ❣+❡❛(❡+ ✜+♠ ❤❡(❡+♦❣❡♥❡✐(②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮✱ (❤❡
6❡( ♦❢ ♣♦""✐❜❧❡ ❡♥(+❛♥(6 ✭✐✳❡✳✱ (❤❡ 6❡( ♦❢ ♣♦66✐❜❧② ❛❝(✐✈❡ ✜+♠6✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥(+② ✐6 ❛ ✜①❡❞
♠❡❛6✉+❡✱ Ji✳
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fii (♦ 6❡+✈❡ ✐(6 ❞♦♠❡6(✐❝ ♠❛+❦❡(✳ ❚♦ 6❡+✈❡ (❤❡ ❢♦+❡✐❣♥ ♠❛+❦❡( ✐♥ ❝♦✉♥(+② j✱ ❛ ✜+♠
❧♦❝❛(❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥(+② i ❤❛6 (♦ ♣❛② ❡①♣♦+( ✜①❡❞ ❝♦6(6 fij✳ ❚❤❡+❡ ❛+❡ ✐❝❡❜❡+❣ (+❛❞❡ ❝♦6(6
τij ≥ 1 ❢♦+ 6❡❧❧✐♥❣ ❢+♦♠ ❝♦✉♥(+② i (♦ ❝♦✉♥(+② j✳ ❆ ✜+♠✬6 (♦(❛❧ ✜+♠ ♣+♦✜(6 ❛+❡ π(ϕ) =
πii(ϕ) + πij(ϕ), ✇❤❡+❡ πii(ϕ) = pii(ϕ)qii(ϕ) − τii
qii(ϕ)
ϕ
− fii ❛+❡ ❞♦♠❡6(✐❝ ♣+♦✜(6 ❛♥❞
πij(ϕ) = pij(ϕ)qij(ϕ) − τij
qij(ϕ)
ϕ
− fij ❛+❡ ❡①♣♦+( ♣+♦✜(6✳ ❚♦(❛❧ ♣+♦✜( ♠❛①✐♠✐③❛(✐♦♥ ✐6
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② 6❡((✐♥❣ (❤❡ ♣+♦✜( ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣+✐❝❡ ❢♦+ ❡❛❝❤ ♠❛+❦❡( 6❡♣❛+❛(❡❧②✳ ❆6 ♦♣(✐♠❛❧
♣+✐❝✐♥❣ ✐♥ ❜♦(❤ ♠❛+❦❡(6 ✐6 ❝♦♥❝❡♣(✉❛❧❧② (❤❡ 6❛♠❡✱ ■ ♦♥❧② ❞❡6❝+✐❜❡ ♦♣(✐♠❛❧ ✜+♠ ❜❡❤❛✈✐♦+
✐♥ (❤❡ ❡①♣♦+( ♠❛+❦❡(✳ ❚❤❡ +❡6♣❡❝(✐✈❡ ❞♦♠❡6(✐❝ ✈❛+✐❛❜❧❡6 ❢♦❧❧♦✇ ❞✐+❡❝(❧② ❜② 6❡((✐♥❣ j = i✳
❊3✉✐❧✐❜,✐✉♠✳ ❲✐(❤ ❛ ❝♦♥(✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜+♠6✱ ❡❛❝❤ ✜+♠ ✐6 ♦❢ ♠❡❛6✉+❡ ③❡+♦ ❛♥❞ (❛❦❡6
(❤❡ ♣+✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❛ ♠❛+❦❡( ❛6 ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ 6❡((✐♥❣ (❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ✐(6 ✈❛+✐❡(② (♦ ♠❛①✐♠✐③❡
♣+♦✜(6✳ ❇② ✉6✐♥❣ (❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❢+♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ✜+6( ♦+❞❡+ ❝♦♥❞✐(✐♦♥6 ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
πij(ϕ) ❞❡❧✐✈❡+ (❤❡ 6(❛♥❞❛+❞ ❝♦♥6(❛♥( ♠❛+❦✉♣ ♣+✐❝✐♥❣ +✉❧❡ ✐♥ (❤❡ ❉✐①✐( ❛♥❞ ❙(✐❣❧✐(③ ✭✶✾✼✼✮
❢+❛♠❡✇♦+❦✿
pij(ϕ) =
σ
σ − 1
τij
ϕ
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rij(ϕ) = Aj [pij(ϕ)]
1−σ = Aj
(
σ − 1
σ
ϕ
τij
)σ−1
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❱❛(✐❛❜❧❡ ♣(♦✜2, ❛(❡ ♣(♦♣♦(2✐♦♥❛❧ 2♦ (❡✈❡♥✉❡,✱ πvarij (ϕ) =
rij(ϕ)
σ
✱ ,✉❝❤ 2❤❛2 ❡#✉✐❧✐❜(✐✉♠
♣(♦✜2, ❢(♦♠ ,❡❧❧✐♥❣ ❢(♦♠ ❝♦✉♥2(② i 2♦ ❝♦✉♥2(② j ❛(❡
πij(ϕ) =
rij(ϕ)
σ
− fij = Bj
(
ϕ
τij
)σ−1
− fij, Bj =
(σ − 1)σ−1
σσ
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❝♦✉♥2(② j ✐, ✐♠♣❧✐❝✐2❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② πij(ϕ
∗
ij,base) = 0. ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ✐♥ ❝♦✉♥2(② i 2❤❡(❡ ✐, ❛♥
❡①♣♦$% ❝✉%♦✛
ϕ∗ij,base = τij
(
fij
Bj
) 1
σ−1
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ϕ∗ii,base = τii
(
fii
Bi
) 1
σ−1
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♣(♦❞✉❝2✐✈❡ ✜(♠, ,❡❧❧ ❞♦♠❡,2✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛❧,♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❡①♣♦(2✐♥❣✿ ϕ∗ij,base > ϕ
∗
ii,base ✐❢ fij >
fii
yj
yi
(
τii
τij
Pj
Pi
)σ−1
✳
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❚♦ ❜❡ ❝♦♥,✐,2❡♥2 ✇✐2❤ 2❤✐, ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❡♠♣✐(✐❝❛❧ 2(❛❞❡ ❧✐2❡(❛2✉(❡✱
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❛♥❞ yi✿
Πii +Πji =
σ − 1
σ
yi
θ
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2♦2❛❧ ❛❣❣(❡❣❛2❡ ♣(♦✜2, ✐♥ ♠❛(❦❡2 i✳ ■♥ ❝♦♥2(❛,2✱ ❛❣❣(❡❣❛2❡ ♣(♦✜2, ♦❢ ✜(♠, ❧♦❝❛2❡❞ ✐♥
❝♦✉♥2(② i ✭✐✳❡✳✱ 2❤❡ ,✉♠ ♦❢ ❛❣❣(❡❣❛2❡ ♣(♦✜2, ♦❢ ❤♦♠❡ ✜(♠,✬ ❞♦♠❡,2✐❝ ,❛❧❡, ❛♥❞ ❛❣❣(❡❣❛2❡
♣(♦✜2, ♦❢ ❤♦♠❡ ✜(♠,✬ ❡①♣♦(2,✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦2❤❡( ♠♦❞❡❧ ♣❛(❛♠❡2❡(,✱ ,✉❝❤ ❛, 2(❛❞❡ ❜❛((✐❡(,✳
❈♦♥,❡#✉❡♥2❧②✱ 2(❛❞❡ ❝♦,2, ❛✛❡❝2 2❤❡ ,❤❛(❡ ♦❢ ❛❣❣(❡❣❛2❡ ♣(♦✜2, ♠❛❞❡ ❜② ❤♦♠❡ ✜(♠, ❛♥❞
❢♦(❡✐❣♥ ✜(♠, ✐♥ ❛ ♠❛(❦❡2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 2♦ ❛ ❝(♦,,✲❝♦✉♥2(② ♣(♦✜2 ,❤✐❢2✐♥❣ ♠♦2✐✈❡✳
✷✶
✹✳✷✳✷ ■♥%&♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦"#❧② ❡①♣♦&% 1✉❜1✐❞② ✉♥✐❧❛%❡&❛❧❧② ✐♥ ❝♦✉♥%&② i
◆❡①2✱ ■ ❝♦♥,✐❞❡( 2❤❡ ❝❛,❡ ✇❤❡(❡ 2❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥2(② ✭✐✳❡✳✱ ❝♦✉♥2(② i✮ ✐♥2(♦❞✉❝❡, ❛ ❝♦+%❧②
❡①♣♦(2 ,✉❜,✐❞② ✉♥✐❧❛2❡(❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡①♣♦(2 ,✉❜,✐❞② ✐, ❝♦,2❧② ❜❡❝❛✉,❡ ✐♥ ♦(❞❡( 2♦ (❡❝❡✐✈❡ ✐2✱
✜(♠, ❤❛✈❡ 2♦ ♣❛② ❛❞♠✐♥✐+%$❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,2, fs✳ ❚❤❡,❡ ✜①❡❞ ❝♦,2, ❝❛♥ ❜❡ ✐♥2❡(♣(❡2❡❞ ✐♥
✷✵
❯♥❞❡$ %②♠♠❡($② ✭✐✳❡✳✱ Pi,base = Pj,base ❛♥❞ yj = yi✮ (❤✐% ❝♦♥❞✐(✐♦♥ %✐♠♣❧✐✜❡% (♦ fij > fii
(
τii
τij
)σ−1
✳
✷✶
❆❣❣$❡❣❛(❡ ♣$♦✜(% ✐♥ (❡$♠% ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉% ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡(❡$% ❛$❡ ❞❡$✐✈❡❞ ✐♥ (❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
✹✳✷✳ ❚❍❊ ▼❖❉❊▲ ✶✸✾
 ✇♦ ✇❛②%✳ ❋✐)% ✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ %❡❡  ❤❡♠ ❛% ♣✉)❡ ❜✉)❡❛✉❝)❛ ✐❝ ❝♦% %  ♦ ❛♣♣❧② ❛♥❞  ♦ )❡❝❡✐✈❡
❛♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞②✳ ❋♦) ✐♥% ❛♥❝❡✱ %❡❛)❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦) ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❡①♣♦) ♣)♦♠♦ ✐♦♥
♣)♦❣)❛♠ ✐%  ✐♠❡ ❝♦♥%✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦% ❧② ❢♦) ✜)♠%✳ ❚❤❡ ✐♥❝)❡❛%✐♥❣ ❡✛♦)  ❤❛ ✐% ♠❛❞❡
❜②  ❤❡ ❊①♣♦) ✲■♠♣♦) ❇❛♥❦ ♦❢  ❤❡ ❯❙  ♦ ♣)♦✈✐❞❡ ❡①♣♦) ♣)♦♠♦ ✐♦♥ ❛❧%♦  ♦ %♠❛❧❧ ❛♥❞
♠❡❞✐✉♠ %✐③❡ ❡♥ ❡)♣)✐%❡% %❤♦✇%  ❤❛ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡)% ❛)❡ ❛✇❛)❡ ♦❢  ❤❡%❡ ❜❛))✐❡)% ❛♥❞  ❤❛ 
 ❤❡② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦) ❛♥ )♦❧❡ ♣)♦❤✐❜✐ ✐♥❣ %♠❛❧❧ ✜)♠%  ♦ )❡❝❡✐✈❡ %✉❜%✐❞✐❡% ✭❊①✲■♠ ❇❛♥❦✱
✷✵✶✸✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐% )❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦% % ❝♦✉❧❞ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ✜①❡❞ ❝♦% %  ♦ ❡♥ ❡) ❛ ❧♦❜❜②
❛♥❞  ♦ ❜❡♥❡✜ ❢)♦♠ ❛♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞②  ❤❛ ✐% %♣❡❝✐✜❝  ♦  ❤❡ ❧♦❜❜② ❣)♦✉♣✳ ❚❤✐% ❧❛  ❡)
✐♥ ❡)♣)❡ ❛ ✐♦♥ ✜ % ♥✐❝❡❧②  ♦ ❛ )❡❝❡♥ ❡♠♣✐)✐❝❛❧ % ✉❞② ♦♥ ✜)♠✲❧❡✈❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❜② ❑❡)) ❡ ❛❧✳
✭❢♦) ❤❝♦♠✐♥❣✮✱ ♣)♦✈✐❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦)  ❤❡ ❡①✐% ❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥%✐❞❡)❛❜❧❡ ❧♦❜❜② ❡♥ )② ❝♦% %✳
❋♦) %✐♠♣❧✐❝✐ ②✱ ✐♥  ❤✐% ♣❛♣❡) ■ ❛%%✉♠❡  ❤❛  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐% )❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦% % ❝♦♥ ❛✐♥ ❜♦ ❤
♣✉)❡ ❜✉)❡❛✉❝)❛ ✐❝ ❝♦% % ❛♥❞ ❧♦❜❜② ❡♥ )② ❝♦% %✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✜)♠%  ❤❛ ♣❛②  ❤❡%❡ ✜①❡❞
❝♦% % ❝❛♥ ❜❡♥❡✜ ❢)♦♠  ❤❡ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞②  ❤❛  ❤❡ ✐♥ ❡)❡% ❣)♦✉♣ ✐% ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦)✳ ❇❡❢♦)❡
❛♥❛❧②③✐♥❣  ❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ❞❡ ❛✐❧✱ ■ ✜)% ❞❡)✐✈❡  ❤❡ ❡L✉✐❧✐❜)✐✉♠ ♦❢  ❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ❛
❣✐✈❡♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞②✳
✷✷
■♥ ♣❛) ✐❝✉❧❛)✱ ■ ❛%%✉♠❡  ❤❛ ❛♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞② s ∈ (1, s¯) )❡❞✉❝❡% ❛ ✜)♠✬% ✈❛)✐❛❜❧❡
❡①♣♦) ❝♦% % ❜② ❛ ❢❛❝ ♦)
1
s
✳
✷✸
❚❤❡ ❤✐❣❤❡% ❢❡❛%✐❜❧❡ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞② s¯ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥  ❤❡
❣♦✈❡)♥♠❡♥ ❜✉❞❣❡ ❝♦♥% )❛✐♥ ✭❞✐%❝✉%%❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❞❡ ❛✐❧✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞②
 ❤❛ )❡❞✉❝❡% ✈❛)✐❛❜❧❡  )❛❞❡ ❝♦% % ❝♦))❡%♣♦♥❞% ♥✐❝❡❧②  ♦  ❤❡ ♥♦ ✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡❜❡)❣  )❛❞❡ ❝♦% %✱
✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛%%✉♠❡❞ ✐♥ ✐♥ ❡)♥❛ ✐♦♥❛❧  )❛❞❡  ❤❡♦)②✳ ❙✐♠✐❧❛)❧②  ♦ ✐❝❡❜❡)❣  )❛❞❡
❝♦% %✱ ❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❡①♣♦) ❝♦% % %✉❜%✐❞② ✐% ❝♦♥✈❡♥✐❡♥ ✱ ❜❡❝❛✉%❡  ❤❡ ♠♦❞❡❧ )❡♠❛✐♥% ❤✐❣❤❧②
 )❛❝ ❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡)✱  ♦ ❣❡ %❡❧❡❝ ✐♦♥ ✐♥ ♦ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞✐❡% ✇✐ ❤ )❡%♣❡❝  ♦ ♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ②✱
✐ ✐% %✉✣❝✐❡♥  ♦ ❤❛✈❡ %✉♣❡)♠♦❞✉❧❛)✐ ② ♦❢  ❤❡ ♣)♦✜ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞② ❛♥❞
✐♥ ✜)♠ ♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ②✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ❛♥ ❛❞✲✈❛❧♦)❡♠ %✉❜%✐❞② ♦) ❛ ✉♥✐ %✉❜%✐❞② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉%❡❞
❛% ❛❧ ❡)♥❛ ✐✈❡ ✐♥% )✉♠❡♥ % ❧❡❛❞✐♥❣  ♦ %✐♠✐❧❛) %❡❧❡❝ ✐♦♥ ♣❛  ❡)♥% ♦❢ ✜)♠% ✐♥ ♦ %✉❜%✐❞✐③❡❞
❡①♣♦) ✐♥❣✳ ❲✐ ❤ ❛♥ ❡①♣♦) %✉❜%✐❞② ♦♥ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❡①♣♦) ❝♦% %✱  ♦ ❛❧ ❝♦% % ♦❢ ❛ %✉❜%✐❞✐③❡❞
✜)♠ ❧♦❝❛ ❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥ )② i  ♦ %❡)✈❡ ❝♦✉♥ )② j ❛)❡
TCij,s =
τij
s
qij(ϕ)
ϕ
+ fij + fs. ✭✹✳✶✶✮
❉✉❡  ♦  ❤❡ ❛❞♠✐♥✐% )❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦% %  ❤❡)❡ ✐% %❡❧❢✲%❡❧❡❝ ✐♦♥ ✐♥ ♦ %✉❜%✐❞✐③❡❞ ❡①♣♦) ✐♥❣ ✇✐ ❤
)❡%♣❡❝  ♦ ✜)♠ ♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ② ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ❧❛)❣❡) ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣)♦❞✉❝ ✐✈❡ ✜)♠% )❡❝❡✐✈❡  ❤❡ ❡①♣♦) 
%✉❜%✐❞②✮✳ ❚❤❡ ❦❡② ♠❡❝❤❛♥✐%♠ ✐%  ❤❛ %✉❜%✐❞② ♣❛②♠❡♥ % ♣❡) ✜)♠ ✐♥❝)❡❛%❡ ✇✐ ❤ ✜)♠
♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ②✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞♠✐♥✐% )❛ ✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦% % ❛)❡  ❤❡ %❛♠❡ ❛❝)♦%% ✜)♠%✳ ❈♦♥%❡L✉❡♥ ❧②✱
 ❤❡)❡ ❡①✐% % ❛♥ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐ ② ❝✉ ♦✛ ✇✐ ❤ )❡%♣❡❝  ♦ ✜)♠ ♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ② ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✜)♠%
✷✷
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❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦# ❡①♣♦#! $✉❜$✐❞✐❡$✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐❢ ❧♦❜❜② $♣✐❧❧♦✈❡#$ ❛#❡ ♥♦! !♦♦ ❤✐❣❤✱ ✐♥ ❡?✉✐❧✐❜#✐✉♠ ❛❧❧ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ✜#♠$
❛❧$♦ ❥♦✐♥ !❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ !❤❡ ❛$$✉♠♣!✐♦♥ ♦❢ ❛ $✐♥❣❧❡ ✜①❡❞ ❝♦$!$ ❢♦# ❜♦!❤ #❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦#
❛♥ ❡①♣♦#! $✉❜$✐❞② ❦❡❡♣$ !❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧② !#❛❝!❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐$ #♦❜✉$!✳ ■♥ !❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❑❛♠♠❡#❡# ✭✷✵✶✸❝✮✱
♣#❡$❡♥! ❛ ❝❧♦$❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ ✇✐!❤ !✇♦ ❞✐$!✐♥❝! ✜①❡❞ ❝♦$!$ ❢♦# #❡❝❡✐✈✐♥❣ $✉❜$✐❞② ❛♥❞ ❢♦# ❧♦❜❜②✐♥❣✳
✷✸
❉❡✜♥✐♥❣ !❤❡ ❡①♣♦#! $✉❜$✐❞② ❛$ s ∈ (1, s¯) $✐♠♣❧✐✜❡$ ♥♦!❛!✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡❛$✐❧② ❜❡ #❡✇#✐!!❡♥ ✐♥ !❡#♠$ ♦❢
❛♥ ❡①♣♦#! $✉❜$✐❞② #❛!❡ s = 1
s
∈ (s, 1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♠✉❧!✐♣❧✐❡❞ ✇✐!❤ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❡①♣♦#! ❝♦$!$✳
✶✹✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❛!❡ #✉❜#✐❞✐③❡❞✳ ❋♦! ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐#0!❛0✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦#0# 0❤❡!❡ ✐# ❛ ✉♥✐6✉❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐0② ❛♥❞ ❡①♣♦!0
❝✉0♦✛✳ ❋♦! #✉✣❝✐❡♥0❧② ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐#0!❛0✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦#0#✱ ❤♦✇❡✈❡!✱ 0❤❡!❡ ❛!❡ 0✇♦ ❞✐#0✐♥❝0
❝✉0♦✛# ❢♦! ❡①♣♦!0✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦! !❡❝❡✐✈✐♥❣ 0❤❡ ❡①♣♦!0 #✉❜#✐❞②✳ ■♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝0✐♦♥
✹✳✹ ■ ❞✐#0✐♥❣✉✐#❤ 0❤❡#❡ 0✇♦ ❝❛#❡# ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ 0❤❡ ♠♦❞❡❧✳
●✐✈❡♥ 0❤❛0 ❛ ✜!♠ ♣❛②# 0❤❡ ❛❞♠✐♥✐#0!❛0✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦#0✱ ✐0 ♠❛①✐♠✐③❡# ❡①♣♦!0 ♣!♦✜0# ❜②
#❡00✐♥❣ 0❤❡ ♣!✐❝❡ ♦❢ ✐0# ✈❛!✐❡0② ✐♥ ❝♦✉♥0!② j 0♦ pij,s(ϕ) =
σ
σ−1
τij
sϕ
✳ ❊①♣♦!0 !❡✈❡♥✉❡# ♦❢ ❛
#✉❜#✐❞✐③❡❞ ✜!♠ ❧♦❝❛0❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥0!② i ❛!❡
rij,s(ϕ) = Aj,s [pij,s(ϕ)]
1−σ = Aj,s
(
σ − 1
σ
sϕ
τij
)σ−1
, Aj,s = yjP
σ−1
j,s . ✭✹✳✶✷✮
❱❛!✐❛❜❧❡ ❡①♣♦!0 ♣!♦✜0# ❛!❡ ♣!♦♣♦!0✐♦♥❛❧ 0♦ !❡✈❡♥✉❡#✱ πvarij,s(ϕ) =
rij,s(ϕ)
σ
✱ #✉❝❤ 0❤❛0 ❡6✉✐✲
❧✐❜!✐✉♠ ❡①♣♦!0 ♣!♦✜0# ♦❢ ❛ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ✜!♠ ❛!❡
πij,s(ϕ) =
rij,s(ϕ)
σ
−fij−fs = Bj,s
(
sϕ
τij
)σ−1
−fij−fs, Bj,s =
(σ − 1)σ−1
σσ
Aj,s. ✭✹✳✶✸✮
❲❤✐❧❡ 0❤❡ ♣!✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥0!② i ✐# ♥♦0 ❛✛❡❝0❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐❧❛0❡!❛❧ ❡①♣♦!0 #✉❜#✐❞②✱ 0❤❡ ♣!✐❝❡
✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥0!② j ❝❤❛♥❣❡#✱ ❜❡❝❛✉#❡ #♦♠❡ ✐♠♣♦!0❡❞ ✈❛!✐❡0✐❡# ❛!❡ #✉❜#✐❞✐③❡❞✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣
✐♠♣♦!0❡❞ ✈❛!✐❡0✐❡# ✐♥ ❝♦✉♥0!② j ✐♥0♦ #❡0# ♦❢ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲#✉❜#✐❞✐③❡❞ ✈❛!✐❡0✐❡#✱
Ωij,s = Ωij,E ∪ Ωij,NE✱ 0❤❡ ♣!✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥0!② j ✐# ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
P σ−1j,s =
ˆ
ωjj∈Ωjj
(
σ
σ − 1
τjj
ϕ
)1−σdωjj+
ˆ
ωij∈Ωij,NE
(
σ
σ − 1
τij
ϕ
)1−σdωij+
ˆ
ωij∈Ωij,E
(
σ
σ − 1
τij
ϕs
)1−σdωij.
✭✹✳✶✹✮
❙✉❜#✐❞② ♣❛②♠❡♥0# ♣❡! ✜!♠ ❛!❡ 0❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❛❝0✉❛❧ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❝♦#0# ❢♦! ♦✉0♣✉0
qij,s(ϕ) ❛♥❞ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❝♦#0#✿
(
1− 1
s
) τij
ϕ
qij,s(ϕ)✳ ❇②
τij
sϕ
qij,s(ϕ) =
σ−1
σ
rij,s(ϕ)✱
❛❣❣!❡❣❛0✐♥❣ ♦✈❡! ❛❧❧ #✉❜#✐❞✐③❡❞ ✜!♠# ❣✐✈❡# 0♦0❛❧ #✉❜#✐❞② ♣❛②♠❡♥0#✿
S = (s− 1)
σ − 1
σ
RE, ✭✹✳✶✺✮
✇❤❡!❡ RE ❞❡♥♦0❡ ❛❣❣!❡❣❛0❡ ❡①♣♦!0 !❡✈❡♥✉❡# ♦❢ ❊❧✐❣✐❜❧❡ ✜!♠#✱ ✇❤✐❝❤ 0♦❣❡0❤❡! ✇✐0❤ ❛❣✲
❣!❡❣❛0❡ ❡①♣♦!0 !❡✈❡♥✉❡# ♦❢ ◆♦♥✲❊❧✐❣✐❜❧❡ ✜!♠# ❞❡✜♥❡ 0♦0❛❧ ❛❣❣!❡❣❛0❡ ❡①♣♦!0 !❡✈❡♥✉❡# ♦❢
❝♦✉♥0!② i✿ Rij,s = RE + RNE ✭Πij,s = ΠE + ΠNE ❢♦! ♣!♦✜0#✮✳ ❊①♣❧✐❝✐0 ❡①♣!❡##✐♦♥ ❢♦!
❛❣❣!❡❣❛0❡ ✈❛!✐❛❜❧❡# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ 0❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❋♦! #✐♠♣❧✐❝✐0②✱ ■ ❛##✉♠❡ 0❤❛0 0❤❡ ❡①✲
♣♦!0 #✉❜#✐❞② ✐# ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❛ ❧✉♠♣✲#✉♠ 0❛① ♦♥ ❧❛❜♦! ✐♥❝♦♠❡✱ #✉❝❤ 0❤❛0 0❤❡ ❣♦✈❡!♥♠❡♥0
❜✉❞❣❡0 ❝♦♥#0!❛✐♥0 ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② S ≤ 1✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ 0❤❡ ✉♣♣❡! ❜♦✉♥❞ ♦♥ 0❤❡ #❡0 ♦❢ ❢❡❛#✐❜❧❡
#✉❜#✐❞② !❛0❡# s¯ ✐# ✐♠♣❧✐❝✐0❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② S = 1✳ ❈♦♥#❡6✉❡♥0❧②✱ ✇✐0❤ ❛ ✉♥✐❧❛0❡!❛❧ ❡①♣♦!0
#✉❜#✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥0!② i✱ ✇❡❧❢❛!❡ ✐♥ ❝♦✉♥0!② i ✐#
Wi,s = Πii +Πij,s︸ ︷︷ ︸
❛❣❣✳ ♣$♦✜'(
+ (1− S)︸ ︷︷ ︸
♥❡' ❧❛❜♦$ ✐♥❝♦♠❡
+(yi ln(
yi
Pi
)− yi)︸ ︷︷ ︸
❝♦♥(✉♠❡$ (✉$♣❧✉(
, ✭✹✳✶✻✮
❛♥❞ ✇❡❧❢❛!❡ ✐♥ ❝♦✉♥0!② j ✐#
Wj,s = Πjj,s +Πji︸ ︷︷ ︸
❛❣❣✳ ♣$♦✜'(
+ 1︸︷︷︸
❧❛❜♦$ ✐♥❝♦♠❡
+(yj ln(
yj
Pj,s
)− yj)︸ ︷︷ ︸
❝♦♥(✉♠❡$ (✉$♣❧✉(
. ✭✹✳✶✼✮
❘❡❝❛❧❧ 0❤❛0 ❝♦♥#✉♠❡! #✉!♣❧✉# ✐♥ ❝♦✉♥0!② i ✐# ♥♦0 ❛✛❡❝0❡❞ ❜② 0❤❡ ❡①♣♦!0 #✉❜#✐❞② ✭✐✳❡✳✱ 0❤❡
♣!✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥0!② i ❞♦❡# ♥♦0 ❝❤❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❛❣❣!❡❣❛0❡ ♣!♦✜0# ✐♥ ❛ ♠❛!❦❡0 ❛!❡ ❝♦♥#0❛♥0✳
✹✳✷✳ ❚❍❊ ▼❖❉❊▲ ✶✹✶
❋✐"♠
$❡"✈❡ ❝♦✉♥+"② ✐ ❛♥❞ ❥❀
❡♥+❡" ❧♦❜❜②
$❡"✈❡ ❝♦✉♥+"② ✐❀
♥♦+ ❡♥+❡" ❧♦❜❜②
♥♦+ ♣"♦❞✉❝❡❀
♥♦+ ❡♥+❡" ❧♦❜❜②
❈✭$✮
▲♦❜❜②
$
●♦✈✬+
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ●❛♠❡ $%❡❡ ♦❢ $❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡
❚❤❡#❡❢♦#❡✱ '❤❡ ❡①♣♦#' *✉❜*✐❞② ❛✛❡❝'* ✇❡❧❢❛#❡ ❜② *❤✐❢'✐♥❣ ♣#♦✜'* ❛❝#♦** ❝♦✉♥'#✐❡* ✭✐✳❡✳✱ Πij,s
✐♥❝#❡❛*❡* ❛♥❞ Πjj,s ❞❡❝#❡❛*❡*✮✱ ❜② *❤✐❢'✐♥❣ ♣#♦✜'* ♣♦'❡♥'✐❛❧❧② ❛❧*♦ ❛♠♦♥❣ ❤♦♠❡ ❡①♣♦#'❡#*
✭✐✳❡✳✱ ✐❢ ♦♥❧② *♦♠❡ ❡①♣♦#'❡#* #❡❝❡✐✈❡ '❤❡ *✉❜*✐❞②✱ Πij,s = ΠE + ΠNE✮✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥❝#❡❛*✐♥❣
❢♦#❡✐❣♥ ❝♦♥*✉♠❡# *✉#♣❧✉* ❛' '❤❡ ❝♦*' ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ *✉❜*✐❞② ♣❛②♠❡♥'* ✐♥ '❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥'#②✳
✹✳✷✳✸ ■♥&'♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦' ❛ ✉♥✐❧❛&❡'❛❧ ❡①♣♦'& 6✉❜6✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥&'② i
❚✐♠✐♥❣ ❛♥❞ '()✉❝(✉)❡ ♦❢ (❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ■ ♠♦❞❡❧ '❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ '❤#❡❡
*'❛❣❡*✳ ■♥ '❤❡ ✜#*' *'❛❣❡✱ ✜#♠* ❞❡❝✐❞❡ '♦ *❡#✈❡ ❝♦✉♥'#② i ❛♥❞✴♦# ❝♦✉♥'#② j✱ ❛♥❞ '♦ ❥♦✐♥
'❤❡ ❧♦❜❜② ❣#♦✉♣✳ ■♥ '❤❡ *❡❝♦♥❞ *'❛❣❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛❣❣#❡❣❛'❡ ♠❡♠❜❡# ♣#♦✜'*✱ '❤❡ ❧♦❜❜②
❞❡'❡#♠✐♥❡* '❤❡ ❝♦♥'#✐❜✉'✐♦♥ *❝❤❡❞✉❧❡ C(s) '❤❛' ✐' ♦✛❡#* '♦ '❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥'✳ ■♥ '❤❡ '❤✐#❞
*'❛❣❡✱ ❢❛❝✐♥❣ C(s)✱ '❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥' *❡'* '❤❡ ❡①♣♦#' *✉❜*✐❞②✱ ✜#♠* ♣#♦❞✉❝❡ ❛♥❞ *❡' '❤❡
♣#♦✜' ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣#✐❝❡ ✇✐'❤ ♦# ✇✐'❤♦✉' ❜❡✐♥❣ *✉❜*✐❞✐③❡❞✳ ❋✐❣✉#❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉*'#❛'❡* '❤❡
'✐♠✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❣#❛♣❤✐❝❛❧❧②✳
❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ❛♥❞ '❤✐#❞ *'❛❣❡ ♦❢ '❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛#❡ ❢❛♠✐❧✐❛# ❢#♦♠ '❤❡ ●#♦**♠❛♥
❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ ✏H#♦'❡❝'✐♦♥ ❢♦# ❙❛❧❡✑ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ '❤❡ ♠❡♥✉ ❛✉❝'✐♦♥ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❜②
❇❡#♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥*'♦♥ ✭✶✾✽✻✮✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❢♦#♠❛'✐♦♥ ♦❢ *♣❡❝✐❛❧ ✐♥'❡#❡*' ❣#♦✉♣* ✐*
❡①♦❣❡♥♦✉*✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❞✉❡ '♦ '❤❡ ✜#*' *'❛❣❡ ♦❢ ♠② ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ '❤❡ *✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦*✐✲
'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ *♣❡❝✐❛❧ ✐♥'❡#❡*' ❣#♦✉♣ ❜❡❝♦♠❡* ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉* ♦❜❥❡❝' ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛#
'♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉* ❧♦❜❜② ❢♦#♠❛'✐♦♥ ❛❝#♦** ✐♥❞✉*'#✐❡* ✐♥ ▼✐'#❛ ✭✶✾✾✾✮✱ ♠② ♣❛♣❡# ❝❛♣'✉#❡* ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉* ❧♦❜❜② ❢♦#♠❛'✐♦♥ ✇✐"❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉*'#②✳ ❉✉❡ '♦ '❤✐* ❡♥❞♦❣❡♥♦✉* ✇✐'❤✐♥✲✐♥❞✉*'#②
❧♦❜❜② ❢♦#♠❛'✐♦♥✱ ♣❛#❛♠❡'❡# ❝❤❛♥❣❡* ❝❛✉*❡ ✐♥❞✐#❡❝' ❡R✉✐❧✐❜#✐✉♠ ❡✛❡❝'* ✭✐✳❡✳ ❝❤❛♥❣❡* ✐♥
'❤❡ *✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦*✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧♦❜❜②✮ ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ ♥♦✈❡❧ ✐♥*✐❣❤'* ✐♥'♦ ❧♦❜❜②✐♥❣✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡ H#♦'❡❝'✐♦♥ ❢♦# ❙❛❧❡ ❧✐'❡#❛'✉#❡✱ '❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥' ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐*
G = αWi,s(s) + C(s), ✭✹✳✶✽✮
✶✹✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✇❤❡#❡ C(s) ✐% &❤❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡ ♦✛❡#❡❞ ❜② &❤❡ ❧♦❜❜② ❣#♦✉♣ ❛♥❞ α ∈ (0,∞)
✐% &❤❡ #❡❧❛&✐✈❡ ✇❡✐❣❤& &❤❛& &❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥& ♣✉&% ♦♥ ✇❡❧❢❛#❡ ✐♥ ❝♦✉♥&#② i✳ ●✐✈❡♥ &❤❡
&✐♠✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡♥ &❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥& ❞❡❝✐❞❡% ❛❜♦✉& &❤❡ ❡①♣♦#& %✉❜%✐❞② #❛&❡✱ ✜#♠%
❛❧#❡❛❞② ❥♦✐♥❡❞ &❤❡ ❧♦❜❜② ❣#♦✉♣ ❛♥❞ &❤❡ ❧♦❜❜② ❣#♦✉♣ ❞❡&❡#♠✐♥❡❞ ✐&% ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡✳
❚❤❡#❡❢♦#❡✱ &❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥& &❛❦❡% &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜#♠% ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥
%❝❤❡❞✉❧❡ ❛% ❣✐✈❡♥✳ ❙✐♠✐❧❛#❧②✱ ✇❤❡♥ &❤❡ ❧♦❜❜② ❞❡&❡#♠✐♥❡% ✐&% ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐&
♠❛①✐♠✐③❡ &❤❡ ♣#♦✜&% ♦❢ ✐&% ❝✉##❡♥& ♠❡♠❜❡#%✱ &❛❦✐♥❣ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡#% ❛%
❣✐✈❡♥✳ ❆♥&✐❝✐♣❛&✐♥❣ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ &❤❡ ❧♦❜❜② ❛♥❞ &❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥&✱ ♦♥❧② ✜#♠%
✇✐&❤ ♣#♦❞✉❝&✐✈✐&② ❛❜♦✈❡ &❤❡ #❡%♣❡❝&✐✈❡ ♣#♦❞✉❝&✐✈✐&② ❝✉&♦✛ %❡#✈❡ ❛ ♠❛#❦❡& ❛♥❞ ♦♥❧② ✜#♠%
✇✐&❤ ♣#♦❞✉❝&✐✈✐&② ❛❜♦✈❡ &❤❡ ❧♦❜❜②✴❡❧✐❣✐❜✐❧✐&② ❝✉&♦✛✱ ϕ∗L, ❞❡❝✐❞❡ &♦ ❥♦✐♥ &❤❡ ❧♦❜❜②✳
✷✹
❚❤❡ ❥♦✐♥& ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ %❝❤❡❞✉❧❡ ♦✛❡#❡❞ ❜② &❤❡ ❧♦❜❜②✱ C(s)✱ ❤❛% &♦ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜②
✈❛#✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡# ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥% c(ϕ, s) %✉❝❤ &❤❛& C(s) =
´
ϕ∗L
c(ϕ, s)dV (ϕ)✳ ■
❛%%✉♠❡ &❤❛& &❤❡%❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ ❛#❡ %✉❝❤ &❤❛& ❡❛❝❤ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡# %&✐❧❧ ❣❛✐♥%
❢#♦♠ ❥♦✐♥✐♥❣ &❤❡ ❧♦❜❜②✿
❆!!✉♠♣%✐♦♥ ✹✳✶✳ ■❢ ϕ ≥ ϕ∗L "❤❡♥ c(ϕ, s) ≤ πij,s(ϕ)− πij(ϕ).
■❢ &❤✐% ❛%%✉♠♣&✐♦♥ ❤♦❧❞%✱ ❛ ✜#♠ ✇✐&❤ ♥❡&✲❜❡♥❡✜&% ❢#♦♠ #❡❝❡✐✈✐♥❣ &❤❡ ❡①♣♦#& %✉❜%✐❞②
✭❛❢&❡# ♣❛②✐♥❣ ❧♦❜❜② ❡♥&#② ❝♦%&% fs✮ ❞♦❡% ♥♦& ❡①✐& &❤❡ ❧♦❜❜② ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥%✳ ■♥ ♦&❤❡# ✇♦#❞%✱ ❡✈❡♥ ✇✐&❤ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❜❜② ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥%✱
&❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❢♦#♠ ♦❢ &❤❡ ♣#♦❞✉❝&✐✈✐&② ❝✉&♦✛% ✐% &❤❡ %❛♠❡ ❛% ✇✐&❤ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉% ❡①♣♦#&
%✉❜%✐❞②✳ ❍❡♥❝❡❢♦#&❤✱ ■ ❝❛❧❧ &❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐&② ❝✉&♦✛ ❛❧%♦ ❧♦❜❜② ❝✉&♦✛✳ ■& ✐% ✐♠♣♦#&❛♥& &♦ ♥♦&❡
&❤❛& ❆%%✉♠♣&✐♦♥ ✹✳✶ ❞♦❡% ♥♦& ✐♠♣♦%❡ ❛♥② %♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❢♦#♠ ♦♥ ❤♦✇ &❤❡ ❧♦❜❜②
❝♦❧❧❡❝&% &❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥% ❢#♦♠ ✐&% ♠❡♠❜❡# ✜#♠%✳
✷✺
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ *❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ❝❛2❡✳ ❇❡❢♦#❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ &❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐&❤ ❡①♣❧✐❝✐& ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❢♦#♠%✱ ■ ❞❡#✐✈❡ &❤❡ ❡K✉✐❧✐❜#✐✉♠ ♦❢ &❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡ ❢♦# &❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❝❛%❡✳ ❲✐&❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦❜❜② ❣#♦✉♣✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡#%✐♦♥ ♦❢ &❤❡ %❡❝♦♥❞
❧❡♠♠❛ ✐♥ ❇❡#♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥%&♦♥ ✭✶✾✽✻✮ ❞❡✜♥❡% &❤❡ ❡K✉✐❧✐❜#✐✉♠ ♦❢ &❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆ '❡"
{
Co, so, ϕoii, ϕ
o
jj, ϕ
o
ji, ϕ
o
ij, ϕ
o
L
}
✐' ❛ '✉❜❣❛♠❡✲♣❡0❢❡❝" ◆❛'❤ ❡3✉✐❧✐❜✲
0✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
✶✳ ✜0♠' ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕoii✱ (ϕ ≥ ϕ
o
jj✮ '❡0✈❡ "❤❡✐0 ❞♦♠❡'"✐❝ ♠❛0❦❡"✱ ✜0♠' ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕ
o
ij✱
(ϕ ≥ ϕoji) ❡①♣♦0"✱ ❛♥❞ ✜0♠' ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕ
o
L ❡♥"❡0 "❤❡ ❧♦❜❜②❀
✷✳ Co ≥ 0 ✐' ❢❡❛'✐❜❧❡ ❢♦0 "❤❡ ❧♦❜❜②❀
✸✳ so ∈ argmaxs∈[1,s¯] G = {αWi(s) + C
o(s)}❀
✹✳ {αWi(s
o) + Co(so)}+{ΠE(s
o)− Co(so)} ≥ {αWi(s) + C
o(s)}+{ΠE(s)− C
o(s)}∀s ∈
[1, s¯];
✺✳ ∃s∗ ∈[1, s¯], '✉❝❤ "❤❛" s∗ ∈ argmaxs∈[1,s¯] {αWi(s) + C
o(s)} ❛♥❞ Co(s∗) = 0✳
✷✹
❋♦" ❧♦✇ ❧❡✈❡❧' ♦❢ fs )❤❡ ❡①♣♦") ❝✉)♦✛ ✐' ✐❞❡♥)✐❝❛❧ )♦ )❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐)②✴❧♦❜❜② ❝✉)♦✛✳
✷✺
❯♥❞❡" ❆''✉♠♣)✐♦♥ ✹✳✶✱ )❤❡ '✐③❡ ♦❢ )❤❡ ❧♦❜❜② ✐' ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ ✐♥ )❤❡ '❡♥'❡ )❤❛) ❛❧❧ ✜"♠' )❤❛) ❜❡❛" )❤❡ ❛❞♠✐♥✐'✲
)"❛)✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦')' ✜♥❞ ✐) ♣"♦✜)❛❜❧❡ )♦ ')❛② ✐♥ )❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❚❤❡"❡ ✐' ❛♥ ✐♥✜♥✐)❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❝♦♥)"✐❜✉)✐♦♥ '❝❤❡❞✉❧❡' )❤❛) ❢✉❧✜❧❧ ❆''✉♠♣)✐♦♥ ✹✳✶✳ ❖♥❡ ')"❛✐❣❤)❢♦"✇❛"❞ ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧ ❢♦"♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛"
✐♥❝"❡❛'✐♥❣ '❝❤❡❞✉❧❡ )❤❛) ')❛")' ✇✐)❤ ③❡"♦ ❝♦♥)"✐❜✉)✐♦♥' ❛) )❤❡ ❝✉)♦✛ ϕ∗L✳
✹✳✷✳ ❚❍❊ ▼❖❉❊▲ ✶✹✸
❈♦♥❞✐%✐♦♥ ✶ '❡✢❡❝%+ %❤❡ ✜'+% +%❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜'♠+ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤
♠❛'❦❡% %♦ +❡'✈❡ ❛♥❞ ✇❤❡%❤❡' %♦ ❥♦✐♥ %❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥% ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥ +❝❤❡❞✉❧❡ ❤❛+ %♦ ❜❡
♥♦♥✲♥❡❣❛%✐✈❡ ❛♥❞ ❢❡❛+✐❜❧❡ ✭❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✷✮✳ ❚❤❡ ❡A✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❡①♣♦'% +✉❜+✐❞② ❤❛+ %♦ ♠❛①✐♠✐③❡
%❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥%✬+ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✭❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✸✮✱ ❛♥❞ %❤❡ ❥♦✐♥% ✇❡❧❢❛'❡ ♦❢ %❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥% ❛♥❞
%❤❡ ❧♦❜❜② ♦♥ %❤❡ +❡% ♦❢ ❢❡❛+✐❜❧❡ ❡①♣♦'% +✉❜+✐❞② '❛%❡+ ✭❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✹✮✳ ❋♦' ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✺ %♦
❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ %❤❡'❡ ❤❛+ %♦ ❜❡ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ ❡①♣♦'% +✉❜+✐❞② %❤❛% ♠❛①✐♠✐③❡+ %❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥%✬+
♦❜❥❡❝%✐✈❡✱ ❣✐✈❡♥ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥+ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜② ❛'❡ ③❡'♦✳
❆+ ❛ '❡✜♥❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ +❡% ♦❢ ❛❧❧ ◆❛+❤ ❊A✉✐❧✐❜'✐❛✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ ●'♦++♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥
✭✶✾✾✹✮ ❜② ❛++✉♠✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥ +❝❤❡❞✉❧❡ ✐+ %'✉%❤❢✉❧ ✐♥ %❤❡ +❡♥+❡ %❤❛% ✐% '❡♣'❡✲
+❡♥% %❤❡ %'✉❡ ♣'❡❢❡'❡♥❝❡+ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✿
❆!!✉♠♣%✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆❣❣"❡❣❛%❡ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ,❝❤❡❞✉❧❡, ❛"❡ %"✉%❤❢✉❧✿
CT = max [ΠE − BL, 0] ,
✇❤❡"❡ ΠE ❛"❡ ❛❣❣"❡❣❛%❡ ❡①♣♦"% ♣"♦✜%, ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜② ♠❡♠❜❡", ❛♥❞ BL ❞❡♥♦%❡, %❤❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧
❛❣❣"❡❣❛%❡ ,✉"♣❧✉, ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠,✱ ❞❡%❡"♠✐♥❡❞ ✐♥ ❡9✉✐❧✐❜"✐✉♠✳
❇❡'♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥+%♦♥ ✭✶✾✽✻✮ ❛'❣✉❡ %❤❛% %'✉%❤❢✉❧ +%'❛%❡❣✐❡+ ♠❛② ❜❡ ❢♦❝❛❧ ✇✐%❤✐♥
%❤❡ ◆❛+❤ +❡%✱ ❛♥❞ %❤❡② +❤♦✇ %❤❛% ❡✈❡'② ❜❡+%✲'❡+♣♦♥+❡ +❡% ❝♦♥%❛✐♥+ ❛ %'✉%❤❢✉❧ +%'❛%❡❣②✳
❲✐%❤ %'✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥ +❝❤❡❞✉❧❡+ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦'♦❧❧❛'② ❝❛♥ ❜❡ +%❛%❡❞✿
❈♦-♦❧❧❛-② ✹✳✶✳ ❯♥❞❡" %"✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ,❝❤❡❞✉❧❡,✱ %❤❡ ❡9✉✐❧✐❜"✐✉♠ ,✉❜,✐❞② ,❛%✐,✜❡,
so = arg max
s∈[1,s¯]
{αWi(s) + ΠE(s)} .
<"♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✷✳
❚❤✉+✱ ✇✐%❤ %'✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥+✱ %❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥% ❜❡❤❛✈❡+ ❛, ✐❢ ✐% ♠❛①✐♠✐③❡+ ❛
✇❡✐❣❤%❡❞ +✉♠ ♦❢ ❣❡♥❡'❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ❛♥❞ ❥♦✐♥% ❧♦❜❜② ♣'♦✜%+✳ ❚❤❡ ❡A✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❝♦♥%'✐❜✉✲
%✐♦♥+ ❝♦♠♣❡♥+❛%❡ %❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥% ❢♦' %❤❡ ✇❡✐❣❤%❡❞ ✇❡❧❢❛'❡ ❧♦++ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢'♦♠ ❞❡✈✐❛%✐♥❣
❢'♦♠ %❤❡ ❡①♣♦'% +✉❜+✐❞② '❛%❡ %❤❛% ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ ❣❡♥❡'❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ✐♥ ❝♦✉♥%'② i✱ s∗✳ ■%
♠✉+% %❤❡'❡❢♦'❡ ❤♦❧❞ %❤❛% CT (so) = α [Wi(s
∗)−Wi(s
o)] . ❲✐%❤ %'✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥+
✭❆++✉♠♣%✐♦♥ ✹✳✷✮✱ %❤❡ ❡A✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❧♦❜❜② +✉'♣❧✉+ ✐+ BL = ΠE(s
o)− α [Wi(s
∗)−Wi(s
o)]✳
❲✐%❤ ✇❡❧❢❛'❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡A✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮✱ %❤❡ ✜'+% ♦'❞❡' ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥%
♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②
✷✻
∂G
∂s
= α
(
∂Πij
∂s
−
∂S
∂s
)
+
∂ΠE
∂s
= 0. ✭✹✳✶✾✮
❆❜♦✈❡ ❛ ❝❡'%❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞♠✐♥✐+%'❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦+%+ ✭♣❛'❛♠❡%❡' ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡'✐✈❡❞ ❜❡✲
❧♦✇✮ ♦♥❧② ❛ +✉❜+❡% ♦❢ ❡①♣♦'%❡'+ ✜♥❞ ✐% ♣'♦✜%❛❜❧❡ %♦ ❥♦✐♥ %❤❡ ❧♦❜❜②✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ %♦ ❛♥❛❧②③❡
%❤❡ ❡A✉✐❧✐❜'✐✉♠ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ❞❡%❛✐❧✱ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❞✐+%✐♥❣✉✐+❤ ❛ ❧♦✇ ❛❞✲
♠✐♥✐,%"❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦,%, ❝❛,❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❡①♣♦'%❡'+ ❧♦❜❜②✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐,%"❛%✐✈❡ ✜①❡❞
❝♦,%, ❝❛,❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛ +✉❜+❡% ♦❢ ❡①♣♦'%❡'+ ❧♦❜❜✐❡+✳ ■♥ ❜♦%❤ ❝❛+❡+✱ ■ ✜'+% +%❛%❡ %❤❡
❡A✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❡①♣'❡++✐♦♥+ ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣♦'% +✉❜+✐❞②✱ ❜❡❢♦'❡ ❞❡'✐✈✐♥❣ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❡①♣♦'%
✷✻
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pi
ϕσ−1
✵
−fii
piii
−(fii + fij)
piij + piii
−(fii + fij + fs)
piij,s + piii
(ϕ∗L,low)
σ−1(ϕ∗ii)
σ−1
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ❋✐#♠ ♣#♦✜() ✐♥ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦)() ❝❛)❡
 ✉❜ ✐❞② &❛(❡ ❢♦& ❛♥ ❡①✲❛♥%❡ ✇❡❧❢❛&❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡&♥♠❡♥(✳
✷✼
❙✉❜ ❡6✉❡♥(❧②✱ ■ ❞❡&✐✈❡
(❤❡ ❡6✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ (❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡&❡ (❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥( (❛❦❡ (❤❡ ♠❛  ♦❢ ✜&♠ ❛ 
❣✐✈❡♥✱ ✇❤❡♥  ❡((✐♥❣ (❤❡ ❡①♣♦&(  ✉❜ ✐❞②✳
✹✳✸ ❚❤❡ ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐./0❛/✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦./. ❝❛.❡
■♥ (❤✐  ❡❝(✐♦♥✱ ■ ❝♦♥ ✐❞❡& (❤❡ ❝❛ ❡ ✇❤❡&❡ (❤❡ ❛❞♠✐♥✐ (&❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦ ( ❛&❡  ✉✣❝✐❡♥(❧②
❧♦✇✱  ✉❝❤ (❤❛( ❛❧❧ ❡①♣♦&(✐♥❣ ✜&♠ ❛&❡  ✉❜ ✐❞✐③❡❞✳
✹✳✸✳✶ ❊%✉✐❧✐❜*✐✉♠ ✐♥ -❤❡ ❧♦✇ ❝♦3-3 ❝❛3❡ ❢♦* ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣♦*- 3✉❜3✐❞②
◆♦(❡ (❤❛( ❜♦(❤ (❤❡ ❞♦♠❡ (✐❝ ♣&♦❞✉❝( ♠❛&❦❡( ❝✉(♦✛ ❛♥❞ (❤❡ ❤♦♠❡ ♣&✐❝❡ ✐♥❞❡① ❛&❡
✐❞❡♥(✐❝❛❧ (♦ (❤❡ (❤❡ ❜❛ ❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ϕ∗ii = ϕ
∗
ii,base = τii
(
fii
Bi
) 1
σ−1
❛♥❞ Pi,s = Pi,base✳ ❋♦&  ✉❢✲
✜❝✐❡♥(❧② ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐ (&❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦ ( ❛❧❧ ❡①♣♦&(✐♥❣ ✜&♠ ❛&❡  ✉❜ ✐❞✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛&❣✐♥❛❧
✜&♠ (❤❛( ♣❛② (❤❡ ❛❞♠✐♥✐ (&❛(✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦ ( (♦ &❡❝❡✐✈❡ (❤❡ ❡①♣♦&(  ✉❜ ✐❞② ♠❛❦❡ ③❡&♦
♣&♦✜( ❢&♦♠ ❡①♣♦&(✐♥❣✱ πij,s(ϕ
∗
L,low) = 0✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ (❤❡ ❝♦&&❡ ♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐%② ❛♥❞
❡①♣♦.% ❝✉%♦✛ ✐ 
ϕ∗L,low =
τij
s
(
fij + fs
Bj,s
) 1
σ−1
, ✭✹✳✷✵✮
✇❤❡&❡ Bj,s =
(σ−1)σ−1
σσ
yjP
σ−1
j,s ✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✸✱ ■ ❞❡&✐✈❡ (❤❡ ❡①♣❧✐❝✐( ❡①♣&❡  ✐♦♥ ❢♦&
(❤❡ ♣&✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥(&② j ❛♥❞ ❢♦& (❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐(② ❛♥❞ ❡①♣♦&( ❝✉(♦✛✳
■♥ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦ ( ❝❛ ❡✱ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✷ ❞❡♣✐❝( ✜&♠ ♣&♦✜( ❛ ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ ✜&♠ ♣&♦❞✉❝(✐✈✐(②✳
❋✐&♠ ❜❡❧♦✇ ϕ∗ii ❞♦ ♥♦( ♣&♦❞✉❝❡ ❛( ❛❧❧✳ ❋✐&♠ ❛( ❛♥ ✐♥(❡&♠❡❞✐❛(❡ &❛♥❣❡ ❜❡(✇❡❡♥ ϕ
∗
ii
❛♥❞ ϕ∗L,low  ❡&✈❡ ♦♥❧② (❤❡ ❞♦♠❡ (✐❝ ♠❛&❦❡( ✐♥ ❝♦✉♥(&② i✳ ❆❧❧ ✜&♠ ❛❜♦✈❡ ϕ
∗
L,low ✜♥❞ ✐(
♣&♦✜(❛❜❧❡ (♦ &❡❝❡✐✈❡ (❤❡ ❡①♣♦&(  ✉❜ ✐❞② ❛♥❞ (♦ ❡①♣♦&(✳ ❚❤❡ ❡6✉✐❧✐❜&✐✉♠ ✐♥ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦ ( 
❝❛ ❡ ✇✐(❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❧❛(❡&❛❧ ❡①♣♦&(  ✉❜ ✐❞② ❝❛♥ ❜❡  ✉♠♠❛&✐③❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿
✷✼
❚❤❡ ❣♦✈❡&♥♠❡♥) ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❡①✲❛♥)❡ ✇❡❧❢❛&❡ ✐♥ )❤❡ 3❡♥3❡ )❤❛) ✐) )❛❦❡3 ✜&♠ ❡♥)&② ❛♥❞ ❡①✐) ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥)✳
✹✳✸✳ ❚❍❊ ▲❖❲ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✶✹✺
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❧❛"❡/❛❧ ❡①♣♦/" )✉❜)✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥"/② i✱
"❤❡/❡ ✐) ❛ ✉♥✐6✉❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❛♥❞ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛ ϕ∗L,low✱ ❛♥❞
✶✳ "❤❡ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥"/② j ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ Pj,s < Pj,base❀
✷✳ ϕ∗L,low ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛✱ ϕ
∗
L,low < ϕ
∗
ij,base❀
✸✳ ϕ∗L,low ✐) ❞❡❝/❡❛)✐♥❣ ✐♥ s✱ ❜✉" ✐♥❝/❡❛)✐♥❣ ✐♥ fs ❛♥❞ fij✳
=/♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✹✳
❉✉❡ .♦ .❤❡ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞②✱ ❛❧❧ ❡①♣♦1.❡12 2❡❧❧ ❛. ❛ ❧♦✇❡1 ♣1✐❝❡ ❛♥❞ .❤❡ ❢♦1❡✐❣♥ ♣1✐❝❡
✐♥❞❡① ❞❡❝❧✐♥❡2 ✭✶✳ 2.❛.❡♠❡♥. ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ❡✈❡♥ .❤♦✉❣❤ .❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ .❤❡
❢♦1❡✐❣♥ ♣1✐❝❡ ✐♥❞❡① ❛✛❡❝.2 ❛ ✜1♠✬2 ❡①♣♦1. ♣1♦✜.2 ♥❡❣❛.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ❞✐1❡❝. ♣♦2✐.✐✈❡ ❡✛❡❝.
.❤1♦✉❣❤ .❤❡ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞② ❧❡❛❞2 .♦ ❛ ♥❡. ✐♥❝1❡❛2❡ ✐♥ ❡①♣♦1. ♣1♦✜.2 ♦❢ ❛❧❧ ❡①♣♦1.✐♥❣
✜1♠2✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ .❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐.② ❛♥❞ ❡①♣♦1. ❝✉.♦✛ ❧✐❡2 ❜❡❧♦✇ .❤❡ ❜❛2❡❧✐♥❡ ❡①♣♦1. ❝✉.♦✛✱
2✉❝❤ .❤❛. ♥❡✇ ❛♥❞ ❧❡22 ♣1♦❞✉❝.✐✈❡ ✜1♠2 2.❛1. .♦ ❡①♣♦1. ✭✷✳ 2.❛.❡♠❡♥.✮✳ ❈♦♥2❡H✉❡♥.❧②✱ ❛
❢✉1.❤❡1 ✐♥❝1❡❛2❡ ✐♥ .❤❡ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞② ❧❡❛❞2 .♦ ♠♦1❡ ❡①♣♦1.❡❞ ✈❛1✐❡.✐❡2✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥❝1❡❛2❡
✐♥ .❤❡ ❛❞♠✐♥✐2.1❛.✐✈❡ ❛♥❞ ❡①♣♦1. ✜①❡❞ ❝♦2.2 ❢♦1❝❡2 .❤❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ✜1♠ .♦ ❡①✐. .❤❡ ❡①♣♦1.
♠❛1❦❡. ✭✸✳ 2.❛.❡♠❡♥.✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐❧❛.❡1❛❧ ✐♥.1♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞② ✐2 ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
❢♦1 ❛❧❧ ❤♦♠❡ ❡①♣♦1.❡12 ❜❡❝❛✉2❡ ❢♦1❡✐❣♥ ✜1♠2✬ ♣1♦✜.2 ❛1❡ 2❤✐❢.❡❞ .♦ ❤♦♠❡ ✜1♠2✳
❚♦.❛❧ ❡①♣♦1. 1❡✈❡♥✉❡2 ❛♥❞ ❡①♣♦1. ♣1♦✜.2 ✐♥❝1❡❛2❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞② ✐2 ✐♥.1♦✲
❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐2 ❡✛❡❝. ✐2 2.1♦♥❣❡1 .❤❡ ❧♦✇❡1 .❤❡ ❛❞♠✐♥✐2.1❛.✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦2.2 ❛1❡✳ ❚❤✉2✱ .❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦1♦❧❧❛1② ❢♦❧❧♦✇2 ❞✐1❡❝.❧② ❢1♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳
❈♦)♦❧❧❛)② ✹✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❛ /✐)❡ ✐♥ "❤❡ ✉♥✐❧❛"❡/❛❧ ❡①♣♦/" )✉❜)✐❞② ♦❢ ❝♦✉♥"/②
i ✐♥❝/❡❛)❡) ❜♦"❤ ❛❣❣/❡❣❛"❡ ❡①♣♦/") ❛♥❞ ❡①♣♦/" ♣❛/"✐❝✐♣❛"✐♦♥✳
✹✳✸✳✷ ❊①✲❛♥2❡ ✇❡❧❢❛)❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡①♣♦)2 9✉❜9✐❞②
❆2 ❛ ❜❡♥❝❤♠❛1❦✱ ■ ❧♦♦❦ ❢♦1 ❡①✲❛♥.❡ ♦♣.✐♠❛❧ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞② 1❛.❡2 .❤❛. ♠❛①✐♠✐③❡ ❤♦♠❡
✇❡❧❢❛1❡✱ ❢♦1❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛1❡ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛1❡✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ■ ❛22✉♠❡ .❤❛. .❤❡ ❣♦✈❡1♥♠❡♥.
♠♦✈❡2 ✜12. ❜② 2❡..✐♥❣ .❤❡ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞②✳ ❋♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞②✱ ❛ ✜1♠ ❞❡❝✐❞❡2
✇❤❡.❤❡1 .♦ ❜❡ 2✉❜2✐❞✐③❡❞ ♦1 ♥♦.✳ ■♥ .❤❡ ❧♦✇ ❝♦2.2 ❝❛2❡✱ ❞❡♥♦.❡ ǫRE,low .❤❡ ❡❧❛2.✐❝✐.② ♦❢ ❛❣✲
❣1❡❣❛.❡ ❡①♣♦1. 1❡✈❡♥✉❡2 ✇✐.❤ 1❡2♣❡❝. .♦ .❤❡ ❡①♣♦1. 2✉❜2✐❞②✳
✷✽
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣1♦♣♦2✐.✐♦♥
2✉♠♠❛1✐③❡2 .❤❡ ✇❡❧❢❛1❡ 1❡2✉❧.2 ✐♥ .❤❡ ❧♦✇ ❝♦2.2 ❝❛2❡✿
=)♦♣♦9✐2✐♦♥ ✹✳✶✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢/♦♠ ❛♥ ❡①✲❛♥"❡ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱
✶✳ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛/❡❀
✷✳ s = s¯ ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦/❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛/❡❀
✸✳ s˜ =
σ
σ−1
+ǫRE,low
1+ǫRE,low
∈ (1, σ
σ−1
) ✐) "❤❡ ✉♥✐6✉❡ ✐♥"❡/✐♦/ )♦❧✉"✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛/❡✳
=/♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✺✳
❆ ❣♦✈❡1♥♠❡♥. .❤❛. ♠❛①✐♠✐③❡2 ♦♥❧② ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛1❡ 2❤♦✉❧❞ ♥♦. ✐♥.1♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣♦1.
2✉❜2✐❞② ✭✶✳ 2.❛.❡♠❡♥. ♦❢ Q1♦♣♦2✐.✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝1♦22✲❝♦✉♥.1② ♣1♦✜. 2❤✐❢.✐♥❣
❡✛❡❝. ✐2 ♥♦. 2✉✣❝✐❡♥. .♦ ❝♦♠♣❡♥2❛.❡ ❢♦1 .❤❡ ❧♦22 ❞✉❡ .♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ 2✉❜2✐❞② ♣❛②♠❡♥.2✳
✷✾
✷✽
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✸ ■ +❤♦✇ /❤❛/ ǫRE,low = θ[
Ji
Jj
(
sτjj
τij
)θ (
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1✳
✷✾
❚❤❡ ✜3+/ ♦3❞❡3 ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❢♦3 ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛3❡ ✐+
∂Wi
∂s
=
∂Πij
∂s
− ∂S
∂s
= 0.
✶✹✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
■♥ "❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ❝♦✉♥"'②✱ ✇❡❧❢❛'❡ ❡✛❡❝"2 ❛'❡ ❞✐✛❡'❡♥"✳ ❖♥ "❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡
✐2 ♥❡❣❛"✐✈❡❧② ❛✛❡❝"❡❞ "❤'♦✉❣❤ ❝'♦22✲❝♦✉♥"'② ♣'♦✜" 2❤✐❢"✐♥❣✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡' ❤❛♥❞✱ "❤❡'❡ ✐2
❛❧2♦ ❛ ♣♦2✐"✐✈❡ ❡✛❡❝" ♦♥ ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡ "❤'♦✉❣❤ ✐♥❝'❡❛2✐♥❣ ❝♦♥2✉♠❡' 2✉'♣❧✉2✳
✸✵
❍♦✇❡✈❡'✱
❛2 "❤❡ 2❡❝♦♥❞ 2"❛"❡♠❡♥" ♦❢ <'♦♣♦2✐"✐♦♥ ✹✳✶ 2❤♦✇2✱ ✐♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦2"2 ❝❛2❡ "❤❡ ♣♦2✐"✐✈❡
❝♦♥2✉♠❡' 2✉'♣❧✉2 ❡✛❡❝" ❛❧✇❛②2 ❞♦♠✐♥❛"❡2✱ ❛♥❞ "❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ❣♦✈❡'♥♠❡♥" ✇♦✉❧❞ ♣'❡❢❡'
"❤❛" "❤❡ ❤♦♠❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥" 2✉❜2✐❞✐③❡❞ ❤♦♠❡ ❡①♣♦'"❡'2 ❛2 ♠✉❝❤ ❛2 ♣♦22✐❜❧❡✳
❋♦' ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛'❡✱ ❛♥ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞② ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣'♦✜" 2❤✐❢"✐♥❣ ❡✛❡❝" ❞♦❡2
♥♦" ♠❛""❡' ❢'♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜❡❝❛✉2❡ "♦"❛❧ ♣'♦✜"2 ✐♥ ❛ ♠❛'❦❡" ❛'❡ ❝♦♥2"❛♥"✱
∂Πij
∂s
+
∂Πjj
∂s
= 0✳ ❆❧❧ "❤❛" ♠❛""❡'2 ✐2 "❤❛" ❛♥ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞② ✐♠♣'♦✈❡2 ❝♦♥2✉♠❡' 2✉'♣❧✉2
✐♥ "❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ❝♦✉♥"'② ❛" "❤❡ ❝♦2" ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ "❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐♥ "❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥"'②✳ ❉✉❡
"♦ ♠♦♥♦♣♦❧✐2"✐❝ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ❛22♦❝✐❛"❡❞ ♠❛'❦✲✉♣ ❞✐2"♦'"✐♦♥✱ ❛♥ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞②
'❡❞✉❝❡2 "❤❡ ♠❛'❦✲✉♣ ♦❢ ❡①♣♦'"❡❞ ✈❛'✐❡"✐❡2 2♦❧❞ ✐♥ "❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ♠❛'❦❡"✳
✸✶
❚❤✉2✱ ❢'♦♠ ❛
❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ♣❡'2♣❡❝"✐✈❡✱ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞✐❡2 ❛'❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉2❡ "❤❡ ♠❛'❦✲✉♣ ❞✐2"♦'"✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♠✐"✐❣❛"❡❞✳ ❆2 "❤❡ "❤✐'❞ 2"❛"❡♠❡♥" ♦❢ <'♦♣♦2✐"✐♦♥ ✹✳✶ 2❤♦✇2✱ ❛ 2♠❛❧❧ ❡①♣♦'"
2✉❜2✐❞② ✐♠♣'♦✈❡2 ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛'❡✳
❖♥❡ ❝❛♥ 2❤♦✇ "❤❛" "❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣"✐♠❛❧ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞② s˜ ✐2 ❛ ❞❡❝'❡❛2✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥
✐♥ ✐♥ "❤❡ ❡❧❛2"✐❝✐"② ǫRE,low ✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ❝♦♠♣❛'❛"✐✈❡ 2"❛"✐❝ '❡2✉❧"2 ❢♦' ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛'✐❛❜❧❡
❝♦2"2 ❢♦❧❧♦✇ ❞✐'❡❝"❧② ❢'♦♠ 2"❛"❡♠❡♥" ✸ ♦❢ <'♦♣♦2✐"✐♦♥ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ❛'❡ 2✉♠♠❛'✐③❡❞ ❜② "❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦'♦❧❧❛'②✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✹✳✸✳ ■♥❝#❡❛&✐♥❣ fjj ♦# ❞❡❝#❡❛&✐♥❣ τij✱ fij ♦# fs ❧❡❛❞& -♦ ❛♥ ✐♥❝#❡❛&❡ ✐♥ s˜✳
❚❤✉2✱ ❢'♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐" ✐2 ♦♣"✐♠❛❧ "♦ ✐♥❝'❡❛2❡ "❤❡ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞②
✐❢ ❛ "'❛❞❡ ❧✐❜❡'❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❝❝✉'2 ✭✐❢ τij ♦' fij ❞❡❝❧✐♥❡✮✳ ■♥ "❤✐2 ❝❛2❡✱ ✐♠♣♦'"2 ❜❡❝♦♠❡ ♠♦'❡
✐♠♣♦'"❛♥" ❢♦' "❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ❝♦✉♥"'② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝'❡❛2❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞② ❧❡❛❞2 "♦ ❧❛'❣❡
✐♠♣'♦✈❡♠❡♥"2 ✐♥ ❝♦♥2✉♠❡' 2✉'♣❧✉2✳
✹✳✸✳✸ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ .❤❡ ❧♦✇ ❝♦3.3 ❝❛3❡
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦2"2 ❝❛2❡✱ "❤❡ ✜'2" ♦'❞❡' ❝♦♥❞✐"✐♦♥
♦❢ "❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥" ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭❡K✉❛"✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✮ ❝❛♥ ❜❡ 2✐♠♣❧✐✜❡❞ "♦
∂G
∂s
= (1 +
1
α
)
∂Πij
∂s
−
∂S
∂s
= 0. ✭✹✳✷✶✮
❋♦' α → ∞ "❤❡'❡ ✐2 ♥♦ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤" ♦♥ ❡①♣♦'" ♣'♦✜"2 ❛♥❞ "❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥" ♠❛①✐✲
♠✐③❡2 ♦♥❧② ❣❡♥❡'❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ♦❢ ❝♦✉♥"'② i✳ ❋♦' α → 0 ♦♥❧② ❡①♣♦'" ♣'♦✜"2 ♠❛""❡' ❢♦' "❤❡
❣♦✈❡'♥♠❡♥"✳ ■♥ "❤❡ ❧❛""❡' ❝❛2❡✱ "❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥" 2❡"2 "❤❡ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞② "♦ "❤❡ ✉♣♣❡'
❜♦✉♥❞ "❤❛" ✐2 ❢❡❛2✐❜❧❡ ❜② ✐"2 ❜✉❞❣❡" ❝♦♥2"'❛✐♥"✳ ❋♦' ✜♥✐"❡ ♣♦2✐"✐✈❡ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ "❤❡ ✇❡❧❢❛'❡
✇❡✐❣❤" α, "❤❡ ✜'2" ♦'❞❡' ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡'2 ❛♥ ✐♥"❡'✐♦' 2♦❧✉"✐♦♥✱ so.
●✐✈❡♥ "❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥"✬2 ♦♣"✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ "❤❡ ❡①♣♦'" 2✉❜2✐❞②✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ "❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞
❧♦❜❜② ❝♦♥"'✐❜✉"✐♦♥2✱ "❤❡ '❡2♣❡❝"✐✈❡ ♣'♦❞✉❝"✐✈✐"② ❝✉"♦✛2 ❛'❡ ❞❡"❡'♠✐♥❡❞✳ ●✐✈❡♥ "❤❡2❡
❝✉"♦✛2✱ "❤❡ '❡❧❛"✐✈❡ ♠❛22 ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜'♠2 "♦ ❢♦'❡✐❣♥ ✜'♠2 ❛2 ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❡①♣♦'"
✸✵
❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢♦$❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛$❡ ✐%
∂Wj
∂s
=
∂Πjj
∂s
+
∂CSj
∂s
= 0.
✸✶
❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛$❡ ✐%
∂Wi
∂s
+
∂Wj
∂s
=
∂CSj
∂s
− ∂S
∂s
= 0.
✹✳✸✳ ❚❍❊ ▲❖❲ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✶✹✼
 ✉❜ ✐❞②✱ m(s) := JL
Jjj
✱ ✐ ❛❧ ♦ ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥✳
✸✷
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣3♦♣♦ ✐4✐♦♥  ✉♠♠❛3✐③❡ 4❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❡7✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✐♥ 4❤❡ ❧♦✇ ❝♦ 4 ❝❛ ❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "❤❡,❡ ❡①✐)") ❛ ✉♥✐0✉❡ ❡0✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡✱ )✉❝❤ "❤❛"
✶✳ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕoL,low ❜♦"❤ ❡①♣♦," ❛♥❞ ❡♥"❡, "❤❡ ❧♦❜❜②✱ ❛♥❞ "❤❡ ,❡❧❛"✐✈❡ ♠❛)) ♦❢
❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠) ✐) m(s) := JL
Jjj
= Ji
Jj
(
sτjj
τij
)θ (
fjj
fij+fs
) θ
σ−1
;
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥) ❛,❡ CT (so) = α(Πij(s
∗)− Πij(s
o) + S(so)− S(s∗))❀
✸✳ "❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥" ✐♠♣❧❡♠❡♥") z( JL
Jjj
) := so =
1+
(1+ 1α )
σ−1
σ
σ−1
+ 1
σ−1
JL
Jjj
fij+fs
fjj
✳
?,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✻✳
■♥ ❝♦♥43❛ 4 4♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦♥❧② ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛3❡✱ ✐❢ 4❤❡ ❣♦✈❡3♥♠❡♥4 ✐ ❛❧ ♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② ❧♦❜❜②✐♥❣ ✐4 ✐ ✇✐❧❧✐♥❣ 4♦ ✐♥43♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞② so✳ ❆  ❤♦✇♥ ✐♥ B3♦♣♦ ✐4✐♦♥
✹✳✶✱ ❛  ♠❛❧❧ ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞② ♠❛② ❧❡❛❞ 4♦ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛3❡ ❣❛✐♥ ✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦3
❛♥ ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞② ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦3 ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛3❡✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ✐4 ✐ ♥♦4 4❤❡ ❝❛ ❡ 4❤❛4
4❤✐ ♦✉4❝♦♠❡ ✐ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❡❝❛✉ ❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛3❡ ❝♦♥ ✐❞❡3❛4✐♦♥ 4❛❦✐♥❣ 4❤❡ ♣♦ ✐4✐✈❡
❡①4❡3♥❛❧✐4② ❢♦3 4❤❡ ♦4❤❡3 ❝♦✉♥43② ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4✳ ❚♦ 4❤❡ ❝♦♥43❛3②✱ ✐4 ✐ 4❤❡  ❡❧✜ ❤ ❧♦❜❜②✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦3 ♦❢ ❡①♣♦34❡3 4❤❛4 ❧❡❛❞ 4♦ 4❤✐ 3❡ ✉❧4✳ ❚❤✉ ✱ ❡✈❡♥ 4❤♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡♥4✐♦♥❛❧ ✇✐ ❞♦♠
 ✉❣❣❡ 4 4❤❛4 ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧ ❛ ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞✐❡ ❛3❡ ❜♦4❤ ✉♥❞❡ ✐3❛❜❧❡✱ ❛4 ❧❡❛ 4 ❢3♦♠ ❛
❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛3❡ ♣♦✐♥4 ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦3 ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞✐❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳
❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡ *&❛&✐❝* ♦❢ &❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡3✉✐❧✐❜%✐✉♠✳ ●✐✈❡♥ 4❤❡ ❡♥43②  4❛❣❡ ✐♥ 4❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❝♦♠♣❛3❛4✐✈❡  4❛4✐❝ ♦❢ 4❤❡ ❡7✉✐❧✐❜3✐✉♠ ❛3❡ ❝❤❛3❛❝4❡3✐③❡❞ ❜② ❜♦4❤ ❛ ❞✐3❡❝4
❡✛❡❝4 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐3❡❝4 ❡✛❡❝4✳ ❋♦3 ✐♥ 4❛♥❝❡✱ ❝♦♥ ✐❞❡3✐♥❣ 4❤❡ ❡7✉✐❧✐❜3✐✉♠ ❡①♣♦34  ✉❜ ✐❞②✱
4❤❡ ❞✐3❡❝4 ❡✛❡❝4 ✐ 4❤❡ ❞✐3❡❝4 ✭♣❛34✐❛❧✮ ✐♠♣❛❝4 ♦❢ ❛ ♣❛3❛♠❡4❡3 ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ 4❤❡ ❡①♣♦34
 ✉❜ ✐❞②✱ ❤♦❧❞✐♥❣ 4❤❡ ❧♦❜❜②  ✐③❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐3❡❝4 ❡✛❡❝4 ✐ 4❤❡ ❡✛❡❝4 ♦♥ s ❞✉❡ 4♦ ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧♦❜❜②  ✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 ❡❧❢ ✐ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 4❤❡ 3❡ ♣❡❝4✐✈❡ ♣❛3❛♠❡4❡3 ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛  ✉♠♠❛3✐③❡ 4❤❡ ❛♥❛❧②4✐❝❛❧❧② ❞❡3✐✈❡❞ ❝♦♠♣❛3❛4✐✈❡  4❛4✐❝ ♦❢ 4❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡ ✐♥ 4❤❡ ❧♦✇ ❝♦ 4 ❝❛ ❡✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❝♦♠♣❛,❛"✐✈❡ )"❛"✐❝) ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡0✉✐❧✐❜,✐✉♠ )❤♦✇
"❤❛"
✶✳ ❛ ",❛❞❡ ❧✐❜❡,❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤,♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ τij ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛
❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②❀
✷✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs✱ fij ♦, ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥ fjj ❧❡❛❞ "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡
✐♥ "❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②✳
✸✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ✇❡❧❢❛,❡ ✇❡✐❣❤" α ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥ JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥
"❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②❀
✹✳ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥ ✜,♠ ❤❡"❡,♦❣❡♥❡✐"② ✭❧♦✇❡, θ✮ ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥ JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛
❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②✳
?,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✼✳
✸✷
❚❤❡ #❡❧❛&✐✈❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜#♠* ✐* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ *✉❜*✐❞② #❛&❡ ❛♥❞ &❤❡ *✉❜*✐❞② #❛&❡ ✐* ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡
#❡❧❛&✐✈❡ ♠❛** ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜#♠*✳ ❚❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡6✉✐❧✐❜#✐✉♠ ✐* &❤❡ ❧♦❝✉* ✇❤❡#❡ ❜♦&❤ ❢✉♥❝&✐♦♥* ✐♥&❡#*❡❝&✳
✶✹✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❋♦" ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞② "❛,❡✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ✐❝❡❜❡"❣ ,"❛❞❡ ❝♦-,- ❧❡❛❞- ,♦ ♠♦"❡
❡①♣♦",✐♥❣✴❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠-
JL
Jjj
✳ ❆♥ ✐♥❝"❡❛-❡ ✐♥
JL
Jjj
✱ ❤♦✇❡✈❡"✱ ❧❡❛❞- ,♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ,❤❡
❡①♣♦", -✉❜-✐❞② ✭✶✳ -,❛,❡♠❡♥, ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✮✳
❋♦" ❛♥② ❣✐✈❡♥
JL
Jjj
✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs✱ fij ♦" ❛ "✐-❡ ✐♥ fjj ✐♥✐,✐❛❧❧② ✐♥❝"❡❛-❡- ,❤❡ ❡①♣♦",
-✉❜-✐❞② z( JL
Jjj
)✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❢♦" ❛♥② ❣✐✈❡♥ s✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs✱ fij ♦" ❛ "✐-❡ ✐♥ fjj ❛❧-♦ ✐♥❝"❡❛-❡-
JL
Jjj
✳ ❚❤❡ ❧❛,,❡" ❡✛❡❝, ❤❛- ❛ ❞♦♠✐♥❛,✐♥❣ ♥❡❣❛,✐✈❡ ❡✛❡❝, ♦♥ s✱ -✉❝❤ ,❤❛, ,❤❡ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②
❞❡❝"❡❛-❡- ❛♥❞ ,❤❡ "❡❧❛,✐✈❡ ♠❛-- ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠- ✐♥❝"❡❛-❡- ✭✷✳ -,❛,❡♠❡♥,✮✳
❆♥ ✐♥❝"❡❛-❡ ✐♥ ,❤❡ ✇❡❧❢❛"❡ ✇❡✐❣❤, α ❧❡❛❞- ,♦ ❛ ❧♦✇❡" ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✳ ❚❤✐- ✐♥❞✉❝❡- ❧❡--
✜"♠- ,♦ ❡♥,❡" ,❤❡ ❧♦❜❜②✱ ❜❡❝❛✉-❡ m(s) ✐- ✉♣✇❛"❞ -❧♦♣✐♥❣ ✭✸✳ -,❛,❡♠❡♥,✮✳
❆♥ ✐♥❝"❡❛-❡ ✐♥ θ ❧❡❛❞- ,♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ JL
Jjj
✱ ❛♥❞ ,❤❡"❡❢♦"❡ ,♦ ❛♥ ✐♥❝"❡❛-❡ ✐♥ ,❤❡ ❡①♣♦",
-✉❜-✐❞②✱ ❜❡❝❛✉-❡ z( JL
Jjj
) ✐- ❞♦✇♥✇❛"❞- -❧♦♣✐♥❣ ✭✹✳ -,❛,❡♠❡♥,✮✳
❇❡-✐❞❡- ❞❡"✐✈✐♥❣ ❝♦♠♣❛"❛,✐✈❡ -,❛,✐❝- ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②,✐❝❛❧❧②✱ ■ ❛❧-♦ ✐❧❧✉-,"❛,❡ ,❤❡♠
❣"❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜② -✐♠✉❧❛,✐♥❣ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✳ ❚♦ -♦❧✈❡ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉♠❡"✐❝❛❧❧②✱ ■
❝❤♦♦-❡ ♣❛"❛♠❡,❡" ✈❛❧✉❡- ,❤❛, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉-❡❞ ✐♥ ,❤❡ ✐♥,❡"♥❛,✐♦♥❛❧ ,"❛❞❡ ❧✐,❡"❛,✉"❡
✭❆①,❡❧❧✱ ✷✵✵✶❀ ❇❡"♥❛"❞ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ■♥ ♣❛",✐❝✉❧❛"✱ ■ -❡, θ = 3.12, σ = 4, fs = 0.1✳
✸✸
❚❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ❛ ,"❛❞❡ ❧✐❜❡"❛❧✐③❛,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ❧♦✇ ❝♦-,- ❝❛-❡ ✇✐,❤ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉"❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡"❡ ■ ♣❧♦, ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✱ ❛❣❣"❡❣❛,❡ ❡①♣♦",- Rij✱ ,❤❡ ♠❛-- ♦❢
❡①♣♦",✐♥❣✴❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠- Jij ❛♥❞ ,❤❡ ♠❛-- ♦❢ ❡①♣♦",✐♥❣✴❧♦❜❜②✐♥❣ ✜"♠- "❡❧❛,✐✈❡ ,♦ ❢♦"❡✐❣♥
✜"♠-
Jij
Jjj
❢♦" ❞✐✛❡"❡♥, ✇❡❧❢❛"❡ ✇❡✐❣❤,- α ❛♥❞ ❛- ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ τij✳ ❆ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ✐❝❡❜❡"❣ ,"❛❞❡
❝♦-,- ❧❡❛❞- ,♦ ♠♦"❡ ❡①♣♦",✐♥❣✴-✉❜-✐❞✐③❡❞ ✜"♠-✳ ❲✐,❤✐♥ ,❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ,❤✐- ❧❡❛❞-
,♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ,❤❡ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✳ ❚❤✉-✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ,"❛❞❡ ❧✐❜❡"❛❧✐③❛,✐♦♥ ,"❛❞❡
✢♦✇- -,✐❧❧ ✐♥❝"❡❛-❡✱ ,❤✐- ♣♦-✐,✐✈❡ ,"❛❞❡ ❡✛❡❝, ✐- "❡❞✉❝❡❞ ❜② ,❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉- ❛❞❥✉-,♠❡♥,
♦❢ ,❤❡ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞② "❛,❡✳ ❆❞❞✐,✐♦♥❛❧ ✜❣✉"❡- ❢♦" ❝♦♠♣❛"❛,✐✈❡ -,❛,✐❝- ♦❢ ♦,❤❡" ♠♦❞❡❧
♣❛"❛♠❡,❡"- ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❈✳
■♥ -✉♠♠❛"②✱ ✇✐,❤ -✉✣❝✐❡♥,❧② ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐-,"❛,✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦-,-✱ ❛❧❧ ❡①♣♦",✐♥❣ ✜"♠- ❞❡❝✐❞❡
,♦ "❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✳ ❋✐"♠- ❛❧"❡❛❞② ❡①♣♦",✐♥❣ ✐♥❝"❡❛-❡ ,❤❡✐" ❡①♣♦", -❛❧❡- ,♦
❝♦✉♥,"② j ✭♣♦-✐,✐✈❡ ✐♥,❡♥-✐✈❡ ♠❛"❣✐♥✮ ❛♥❞ ♥❡✇ ✜"♠- -,❛", ❡①♣♦",✐♥❣ ✭♣♦-✐,✐✈❡ ❡①,❡♥-✐✈❡
♠❛"❣✐♥✮✳ ❆♥ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞② ❞❡❝"❡❛-❡- ✇❡❧❢❛"❡ ✐♥ ,❤❡ ❣"❛♥,✐♥❣ ❝♦✉♥,"②✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❛ -♠❛❧❧
❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ,❤❡ ♦✉,❝♦♠❡ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣✱ ✐♥❝"❡❛-❡- ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛"❡✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ ❝♦♥,"❛-, ,♦ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧ ✇✐-❞♦♠✱ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦" ❡①♣♦", -✉❜-✐❞✐❡- ♠❛② "❡-✉❧, ✐♥ ❣❧♦❜❛❧
✇❡❧❢❛"❡ ❣❛✐♥-✳
✸✹
▼♦"❡♦✈❡"✱ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉- -✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦-✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❜❜②✱
❝♦♠♣❛"❛,✐✈❡ -,❛,✐❝- ♦❢ ,❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ❞❡❧✐✈❡" ♥♦✈❡❧ ✐♥-✐❣❤,-✳ ❋♦" ✐♥-,❛♥❝❡✱ ❛ ,"❛❞❡
❧✐❜❡"❛❧✐③❛,✐♦♥ ,❤"♦✉❣❤ ❛ ❞"♦♣ ✐♥ ✐❝❡❜❡"❣ ,"❛❞❡ ❝♦-,- ❧❡❛❞- ,♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ,❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉-❧②
❞❡,❡"♠✐♥❡❞ ❡①♣♦", -✉❜-✐❞②✱ "❡❞✉❝✐♥❣ ,❤❡ ♣♦-✐,✐✈❡ ,"❛❞❡ ❡✛❡❝,✳
✸✸
■ !❡# #❤❡ ❡❧❛!#✐❝✐#② ♦❢ !✉❜!#✐#✉#✐♦♥ #♦ σ = 4✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦11❡!♣♦♥❞! #♦ ❛ ♠❛1❦✉♣ ♦❢ 33 ♣❡1❝❡♥#✱ ❛♥❞ ✐! ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐#❤ ❡!#✐♠❛#❡! ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡1❛#✉1❡ ✭❇❡1♥❛1❞ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❆①#❡❧❧ ✭✷✵✵✶✮ !❤♦✇! #❤❛# #❤❡ !❛❧❡! ❞✐!#1✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ ❯❙
✜1♠! ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛#❡❞ ❜② ❛ C❛1❡#♦ ❞✐!#1✐❜✉#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛ !❤❛♣❡ ♣❛1❛♠❡#❡1 ♦❢ 1.04✳ ❙❛❧❡! ✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ ❛1❡
❞✐!#1✐❜✉#❡❞ ✇✐#❤ C❛1❡#♦ !❤❛♣❡ ♣❛1❛♠❡#❡1
θ
σ−1
✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ■ !❡# θ = 1.04 (σ − 1) = 3.12✳ ■ !❡# τij = τji = 1.5✳
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fii
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❛♥❞ Pi,s = Pi,base✳ ❚❤❡ ❡①♣♦$%
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◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ &❡'"&✐❝"✐♦♥ fs > (s
σ−1 − 1)fij ❞♦❡' ♥♦" ♥❡❝❡''❛&✐❧② ✐♠♣❧② ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐'"&❛"✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦'"'✳ ❋♦&
✐♥'"❛♥❝❡✱ ✇✐"❤ s = 1.10 ❛♥❞ σ = 3 ✇❡ ❤❛✈❡ fs
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&✉❜&✐❞② ❞♦❡& ♥♦% ♦♥❧② ❤❛$♠ ❢♦$❡✐❣♥ ✜$♠&✱ ✐% ❛❧&♦ ❤❛$♠& &♠❛❧❧ ❤♦♠❡ ❡①♣♦$%❡$&✳ ❚❤✐&
❧❡❛❞& %♦ ❛ ❞✐&%$✐❜✉%✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝% ❛♠♦♥❣ ❡①♣♦$%❡$&✿ %❤❡ ❡①♣♦$% &✉❜&✐❞② &❤✐❢%& ♣$♦✜%& ♥♦%
♦♥❧② ❢$♦♠ ❢♦$❡✐❣♥ ✜$♠& %♦ ❤♦♠❡ ✜$♠&✱ ❜✉% ❛❧&♦ ❢$♦♠ ❧❡&& ♣$♦❞✉❝%✐✈❡ %♦ ♠♦$❡ ♣$♦❞✉❝%✐✈❡
❤♦♠❡ ❡①♣♦$%❡$&✳
✸✻
■♥%$♦❞✉❝✐♥❣ ♦$ ✐♥❝$❡❛&✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦$% &✉❜&✐❞② ❤❛& %✇♦ ♦♣♣♦&✐♥❣ ❡✛❡❝%& ♦♥ %$❛❞❡ ✢♦✇&✳
❋✐$&%✱ %❤❡$❡ ✐& ❛ ♣♦&✐%✐✈❡ ❡✛❡❝% ❜❡❝❛✉&❡ ♠♦$❡ ❡①♣♦$%❡$& ❛$❡ &✉❜&✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ %❤❡$❡❢♦$❡
✐♥❝$❡❛&❡ %❤❡✐$ ❡①♣♦$% &❛❧❡&✳ ❙❡❝♦♥❞✱ %❤❡$❡ ✐& ❛ ♥❡❣❛%✐✈❡ ❡✛❡❝% ❜❡❝❛✉&❡ &♦♠❡ ♥♦♥✲$❡❝❡✐✈✐♥❣
❡①♣♦$%❡$& &❡❧❧ ❧❡&& ♦$ &%♦♣ ❡①♣♦$%✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣♦&✐%✐♦♥ &✉♠♠❛$✐③❡& %❤❡&❡ %✇♦
$❡&✉❧%& ❛♥❞ &❤♦✇& %❤❛% %❤❡ ✜$&% ❡✛❡❝% ❛❧✇❛②& ❞♦♠✐♥❛%❡&✳
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✸✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❛ ,✐)❡ ✐♥ "❤❡ ✉♥✐❧❛"❡,❛❧ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞② ♦❢ ❝♦✉♥",②
i ✐♥❝,❡❛)❡) ✐") ❛❣❣,❡❣❛"❡ ❡①♣♦,") ❜✉" ❧❡❛❞) "♦ ❧❡)) ❡①♣♦,"✐♥❣ ✜,♠)✳
8,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✾✳
❲✐%❤ &✉✣❝✐❡♥%❧② ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐&%$❛%✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦&%&✱ ❛♥ ✐♥❝$❡❛&❡ ✐♥ %❤❡ ❡①♣♦$% &✉❜&✐❞②
$❡❞✉❝❡& %❤❡ ♠❛&& ♦❢ ❡①♣♦$%❡$&✳ ❚❤✐& $❡&✉❧% ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐& ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐%❤ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ❡✈✐✲
❞❡♥❝❡ %❤❛% ❡①♣♦$% &✉❜&✐❞✐❡& ❞♦ ♥♦% ❤❛✈❡ ❛ ♣♦&✐%✐✈❡ ❡✛❡❝% ♦♥ %❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❡①♣♦$%✐♥❣
✭❇❡$♥❛$❞ ❛♥❞ ❏❡♥&❡♥✱ ✷✵✵✹❜❀ ●R$❣ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ●✐$♠❛ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❀ ●✐$♠❛ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮✳
■♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ %❤❡ ♥❡❣❛%✐✈❡ ❡✛❡❝% ♦♥ %❤❡ ❡①%❡♥&✐✈❡ ♠❛$❣✐♥ ♦❢ %$❛❞❡ ✐& ❞✉❡ %♦ ❝❤❡❛♣ &✉❜✲
✸✻
❚❤❡ ❞✐%&'✐❜✉&✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝& ✇✐&❤✐♥ ❝♦✉♥&'② i ♦❝❝✉'% ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ ❡①♣♦'&✐♥❣ ✜'♠%✳ 8✉'❡ ❞♦♠❡%&✐❝ ✜'♠% ❛'❡ ♥♦&
❛✛❡❝&❡❞ ❜② &❤❡ ❡①♣♦'& %✉❜%✐❞②✱ ❜❡❝❛✉%❡ &❤❡%❡ ✜'♠% ❛'❡ ♥♦& ❤❛'♠❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ &❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ♣'✐❝❡ ✐♥❞❡①✳
✶✺✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
 ✐❞✐③❡❞ ✈❛'✐❡(✐❡ (❤❛( ❛'❡ ❞✉♠♣❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ♠❛'❦❡(✳ ❚❤✐ ✇♦' ❡♥ ❡①♣♦'( ♠❛'❦❡(
❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✱ ✐♥ ♣❛'(✐❝✉❧❛' ❢♦' (❤❡  ♠❛❧❧❡ ( ❡①♣♦'(❡' ✳ ❆ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛(✐♦♥✱ ♠② '❡ ✉❧( 
 ❤♦✇ (❤❛( ✐❢ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡' ✐♥(❡♥❞ (♦ ✐♥❝'❡❛ ❡ ❡①♣♦'( ♣❛'(✐❝✐♣❛(✐♦♥✱ ♣'❡❝✐ ❡ (❛'❣❡(✐♥❣
❛♥❞ '❡❞✉❝✐♥❣ ❜❛''✐❡' (♦ '❡❝❡✐✈❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞✐❡ ✐ ❝'✉❝✐❛❧✳ ❇②  ✐♠♣❧② ✐♥❝'❡❛ ✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝
 ♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞✐❡ ❢♦' ❛♥ ✐♥❞✉ ('② ✇✐(❤♦✉( ❝❛'❡❢✉❧ ❝♦♥ ✐❞❡'❛(✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✜'♠ 
✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜(✱ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡' ♠❛② ♦❜(❛✐♥ '❡ ✉❧( ❞✐'❡❝(❧② ♦♣♣♦ ✐♥❣ (❤❡✐' ✐♥(❡♥(✐♦♥✳
✹✳✹✳✷ ❊①✲❛♥(❡ ✇❡❧❢❛-❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡①♣♦-( 4✉❜4✐❞②
❆ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛'❦✱ ■ ❧♦♦❦ ❢♦' ❡①✲❛♥(❡ ♦♣(✐♠❛❧ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞② '❛(❡ (❤❛( ♠❛①✐♠✐③❡ ❤♦♠❡
✇❡❧❢❛'❡✱ ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛'❡✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ■ ❛  ✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥(
♠♦✈❡ ✜' ( ❜②  ❡((✐♥❣ (❤❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞②✳ ❋♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞②✱ ❛ ✜'♠ ❞❡❝✐❞❡ 
✇❤❡(❤❡' (♦ ❜❡  ✉❜ ✐❞✐③❡❞ ♦' ♥♦(✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣'♦♣♦ ✐(✐♦♥  ✉♠♠❛'✐③❡ (❤❡ ✇❡❧❢❛'❡
'❡ ✉❧( ✐♥ (❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦ ( ❝❛ ❡✿
9-♦♣♦4✐(✐♦♥ ✹✳✹✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢-♦♠ ❛♥ ❡①✲❛♥"❡ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱
✶✳ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛-❡❀
✷✳ ✐❢ ❛♥ ✐♥"❡-✐♦- )♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ (1, s¯) ❡①✐)") "❤❛" ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦-❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛-❡✱ ✐" ✐) ✉♥✐;✉❡❀
♦"❤❡-✇✐)❡ s = s¯ ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦-❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛-❡❀
✸✳ ❢♦- )✉✣❝✐❡♥"❧② ❧❛-❣❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ θ ✭✐✳❡✳✱ ❧♦✇ ✜-♠ ❤❡"❡-♦❣❡♥❡✐"②✮✱ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡)
❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛-❡✳
C-♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✶✵✳
❆ (❤❡ ✜' (  (❛(❡♠❡♥( ♦❢ F'♦♣♦ ✐(✐♦♥ ✹✳✹  ❤♦✇ ✱ ❞❡ ♣✐(❡ ❝'♦  ✲❝♦✉♥('② ♣'♦✜(  ❤✐❢(✐♥❣✱
❛♥ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞② ❛❧✇❛② '❡❞✉❝❡ ✇❡❧❢❛'❡ ✐♥ ❝♦✉♥('② i✳✸✼ ■♥ ❝♦♥('❛ ( (♦ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦ ( 
❝❛ ❡✱ ♣'♦✜(  ❤✐❢(✐♥❣ ♦❝❝✉' ❛❧ ♦ ❛♠♦♥❣ ❤♦♠❡ ❡①♣♦'(❡' ✱ ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ (❤❡ ♥❡❣❛(✐✈❡ ✇❡❧❢❛'❡
✐♠♣❛❝( ♦❢ (❤❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞②✳
❚❤❡ '❡ ✉❧( ❢♦' ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡ ✐ ♠♦'❡ ♥✉❛♥❝❡❞✳ ❖♥ (❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡ ✐ 
♥❡❣❛(✐✈❡❧② ❛✛❡❝(❡❞ ❞✉❡ (♦ ❧♦✇❡' ❛❣❣'❡❣❛(❡ ♣'♦✜( ♦❢ ❢♦'❡✐❣♥ ✜'♠ ✐♥ (❤❡✐' ❤♦♠❡ ♠❛'❦❡(✳
❖♥ (❤❡ ♦(❤❡' ❤❛♥❞✱ ❢♦'❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛'❡ ✐ ♣♦ ✐(✐✈❡❧② ❛✛❡❝(❡❞ ❞✉❡ (♦ ❤✐❣❤❡' ❝♦♥ ✉♠❡'  ✉'✲
♣❧✉ ✳
✸✽
❆ (❤❡  ❡❝♦♥❞  (❛(❡♠❡♥( ♦❢ F'♦♣♦ ✐(✐♦♥ ✹✳✹  ❤♦✇ ✱ ✐♥ (❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦ ( ❝❛ ❡ (❤❡'❡
❡①✐ ( ❡✐(❤❡' ❛ ✉♥✐I✉❡ ✐♥(❡'✐♦'  ♦❧✉(✐♦♥ ♦' (❤❡ ❤✐❣❤❡ ( ❢❡❛ ✐❜❧❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞② ✐ ♣'❡❢❡''❡❞
❜② (❤❡ ❢♦'❡✐❣♥ ❣♦✈❡'♥♠❡♥(✳
❋'♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇✱ (❤❡ ♣'♦✜(  ❤✐❢(✐♥❣ ❡✛❡❝( ✐ ✐''❡❧❡✈❛♥(✱ ❜❡❝❛✉ ❡ (♦(❛❧ ♣'♦✜( 
✐♥ ❛ ♠❛'❦❡( ❛'❡ ✉♥❛✛❡❝(❡❞ ❜② (❤❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞②✱
∂Πij
∂s
+
∂Πjj
∂s
= 0✳✸✾ ❚❤❡ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞②
 (✐❧❧ ❧❡❛❞ (♦ ❤✐❣❤❡' ❝♦♥ ✉♠❡'  ✉'♣❧✉ ✱ ❜❡❝❛✉ ❡ (❤❡ ♣'✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥('② j ❞❡❝❧✐♥❡ ✳
❍♦✇❡✈❡'✱ ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❈❊❙ ❧♦✈❡✲♦❢✲✈❛'✐❡(② ♣'❡❢❡'❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦'(  ✉❜ ✐❞② (❤❛( '❡ ✉❧( 
✐♥ ❧❡  ❡①♣♦'(❡❞ ✈❛'✐❡(✐❡ ✱ (❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ Pj ♠❛② ♥♦( ❜❡  ✉✣❝✐❡♥( (♦ ♠❛❦❡ ✉♣ ❢♦' (❤❡
❝♦ ( ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ (❤❡  ✉❜ ✐❞②✳ ❲✐(❤ ❧♦✇❡' ✜'♠ ❤❡(❡'♦❣❡♥❡✐(②✱ (❤✐ ❡✛❡❝( ✐ ❡✈❡♥ ♠♦'❡
♣'♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❆ ❛ ❝♦♥ ❡I✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥('❛ ( (♦ (❤❡ ❧♦✇ ❝♦ ( ❝❛ ❡✱ ❢♦'  ✉✣❝✐❡♥(❧② ❧♦✇
✸✼
❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❢❛$❡ ✐♥ ❝♦✉♥&$② i ✐% ∂Wi
∂s
=
∂Πij
∂s
− ∂S
∂s
= 0.
✸✽
❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❢❛$❡ ✐♥ ❝♦✉♥&$② j ✐%
∂Wj
∂s
=
∂Πjj
∂s
+
∂CSj
∂s
= 0.
✸✾
❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦$ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛$❡ ✐%
∂Wi
∂s
+
∂Wj
∂s
=
∂CSj
∂s
− ∂S
∂s
= 0.
✹✳✹✳ ❚❍❊ ❍■●❍ ❆❉▼■◆■❙❚❘❆❚■❱❊ ❋■❳❊❉ ❈❖❙❚❙ ❈❆❙❊ ✶✺✸
✜!♠ ❤❡%❡!♦❣❡♥❡✐%② %❤❡!❡ ✐+ ♥♦ ❧♦♥❣❡! ❛♥ ✐♥%❡!✐♦! +♦❧✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ✜!+% ♦!❞❡! ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦❢
❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛!❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡!♥♠❡♥% ✭✸✳ +%❛%❡♠❡♥%✮✳
✹✳✹✳✸ ▲♦❜❜②✐♥❣ ✐♥ *❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦.*. ❝❛.❡
❊!✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ✜!+% ♦!❞❡! ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❣♦✈❡!♥✲
♠❡♥% ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭❡=✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✮✱ ②✐❡❧❞+ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❡①♣♦!% +✉❜+✐❞② so✳
●✐✈❡♥ %❤✐+ +✉❜+✐❞② !❛%❡ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♥%!✐❜✉%✐♦♥ +❝❤❡❞✉❧❡ CT (so), %❤❡ ♠❛++ ♦❢ ✜!♠+ +❡❧❧✐♥❣
❞♦♠❡+%✐❝❛❧❧② (Jii,Jjj)✱ %❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❡①♣♦!%❡!+ (Jij,Jji) ❛♥❞ %❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠+
(JL) ✐+ ❞❡%❡!♠✐♥❡❞✳ ◆♦%❡ %❤❛% Jii ❛♥❞ Jji ❞♦ ♥♦% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✱ ❜❡❝❛✉+❡ %❤❡ ♣!✐❝❡ ✐♥❞❡①
❛% ❤♦♠❡ ✐+ ♥♦% ❛✛❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ ❡①♣♦!% +✉❜+✐❞②✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ %❤❡ ❡①♣♦!% +✉❜+✐❞② +❡% ❜② %❤❡
❣♦✈❡!♥♠❡♥% ❛✛❡❝%+ %❤❡ ❡①♣♦!% ❝✉%♦✛✱ %❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉%♦✛ ❛♥❞ %❤❡ ♣!♦❞✉❝% ♠❛!❦❡% ❝✉%♦✛ ✐♥
%❤❡ ❢♦!❡✐❣♥ ❝♦✉♥%!②✳ ❚❤✉+✱ %❤❡ !❡❧❛%✐✈❡ ♠❛++ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ %♦ ❡①♣♦!%✐♥❣ ✜!♠+✱ h(s) := JL
Jij
✱
%❤❡ !❡❧❛%✐✈❡ ♠❛++ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜!♠+ %♦ ❢♦!❡✐❣♥ ✜!♠+✱ m(s) := JL
Jjj
✱ ❛♥❞ %❤❡ !❡❧❛%✐✈❡ ♠❛++ ♦❢
❡①♣♦!%✐♥❣ ✜!♠+ %♦ ❢♦!❡✐❣♥ ✜!♠+ n(s) :=
Jij
Jjj
❛!❡ ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② %❤❡ ♣!♦❞✉❝%✐✈✐%② ❝✉%♦✛+✳
▼♦!❡♦✈❡!✱ ❢♦! ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛++ ♦❢ ✜!♠+ %❤❛% !❡❝❡✐✈❡ %❤❡ ❡①♣♦!% +✉❜+✐❞②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ +❤♦✇ %❤❛%
%❤❡ ❡❧❛+%✐❝✐%② ♦❢ %❤❡✐! ❛❣❣!❡❣❛%❡ ❡①♣♦!% !❡✈❡♥✉❡+ ✇✐%❤ !❡+♣❡❝% %♦ %❤❡ ❡①♣♦!% +✉❜+✐❞② !❛%❡
✐+ ǫ˜RE ,s(
JL
Jij
, JL
Jjj
) = (σ− 1)
[
1−
RE(
JL
Jij
,
JL
Jjj
)
yj
]
✳
✹✵
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣!♦♣♦+✐%✐♦♥ +✉♠♠❛!✐③❡+ %❤❡
❧♦❜❜②✐♥❣ ❡=✉✐❧✐❜!✐✉♠ ✐♥ %❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦+%+ ❝❛+❡✿
01♦♣♦.✐*✐♦♥ ✹✳✺✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "❤❡,❡ ❡①✐)") ❛ ✉♥✐/✉❡ ❡/✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡✱ )✉❝❤ "❤❛"
✶✳ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕoij ❡①♣♦," ❛♥❞ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕ
o
L ❡♥"❡, "❤❡ ❧♦❜❜②✱ )✉❝❤ "❤❛"
h(s) := JL
Jij
=
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✱ m(s) := JL
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fs
fjj(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
❛♥❞
n(s) :=
Jij
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fij
fjj
)
−
θ
σ−1
;
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥) ❛,❡ CT (so) = α(Πij(s
∗)− Πij(s
o) + S(so)− S(s∗));
✸✳ "❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥" ✐♠♣❧❡♠❡♥") z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
) := so =
Rjj
yj
+( 1α
1
σ−1
+1)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
.
>,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✶✶✳
❈♦♠♣❛&❛*✐✈❡ 5*❛*✐❝5 ♦❢ *❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡!✉✐❧✐❜&✐✉♠✳ ❉✉❡ %♦ %❤❡ !✐❝❤ +%!✉❝%✉!❡ ♦❢
%❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❝♦♠♣❛!❛%✐✈❡ +%❛%✐❝+ ✐♥ %❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦+%+ ❝❛+❡ ❛!❡ ♠♦!❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉% +%✐❧❧
❞❡❧✐✈❡! ❝❧❡❛! ♣!❡❞✐❝%✐♦♥+ ❢♦! ♠♦+% ♠♦❞❡❧ ♣❛!❛♠❡%❡!+✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ +✉♠♠❛!✐③❡+
%❤❡ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧❧② ❞❡!✐✈❡❞ ❝♦♠♣❛!❛%✐✈❡ +%❛%✐❝+ ♦❢ %❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ %❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦+%+ ❝❛+❡✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❝♦♠♣❛,❛"✐✈❡ )"❛"✐❝) ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡/✉✐❧✐❜,✐✉♠ )❤♦✇
"❤❛"
✶✳ ❛ ",❛❞❡ ❧✐❜❡,❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤,♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ τij ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝,❡❛)❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✱
❧❡❛✈❡)
JL
Jij
✉♥❛✛❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②❀
✷✳ ❛ ",❛❞❡ ❧✐❜❡,❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤,♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fij ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
Jij
Jjj
❛♥❞ ❤❛) ❛♥
❛♠❜✐❣✉♦✉) ❡✛❡❝" ♦♥
JL
Jij
✱
JL
Jjj
❛♥❞ ♦♥ "❤❡ ❡①♣♦," )✉❜)✐❞②❀
✹✵
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✶✶✱ ■ ❞❡,✐✈❡ .❤❡ ❡❧❛2.✐❝✐.② ❛♥❞ 2❤♦✇ .❤❛. RE =
sσ−1
sσ−1−1
yj [
Jjj
JL
(
fjj
fs
)
+
(
fij
fs
)
Jij
JL
+ 1]−1 ❛♥❞
Rjj = yj [
Jij
Jjj
fij
fjj
+ JL
Jjj
fs
fjj
+ 1]−1.
✶✺✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✸✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ )❤❡ ✇❡❧❢❛-❡ ✇❡✐❣❤) α ❧❡❛❞$ %♦ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ JL
Jij
❛♥❞
JL
Jjj
✱ ❧❡❛✈❡$
Jij
Jjj
✉♥❛✛❡❝%❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞$ %♦ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ %❤❡ ❡①♣♦*% $✉❜$✐❞②❀
✹✳ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ ✜*♠ ❤❡%❡*♦❣❡♥❡✐%② ✭❧♦✇❡* θ✮ ❧❡❛❞$ %♦ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ JL
Jij
✱
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✱
❛♥❞ %♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ %❤❡ ❡①♣♦*% $✉❜$✐❞②❀
✺✳ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ fs ❧❡❛❞$ %♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
JL
Jij
❛♥❞
JL
Jjj
✱ ❧❡❛✈❡$
Jij
Jjj
✉♥❛✛❡❝%❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞$
%♦ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ %❤❡ ❡①♣♦*% $✉❜$✐❞②❀
✻✳ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥ fjj ❧❡❛❞$ %♦ ❛♥ ✐♥❝*❡❛$❡ ✐♥
JL
Jjj
✱
Jij
Jjj
❛♥❞
JL
Jij
✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞$ %♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
%❤❡ ❡①♣♦*% $✉❜$✐❞②✳
?*♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳✶✷✳
❚-❛❞❡ ❧✐❜❡-❛❧✐③❛2✐♦♥ 2❤-♦✉❣❤ ❛ -❡❞✉❝2✐♦♥ ✐♥ ✐❝❡❜❡-❣ 2-❛❞❡ ❝♦828 ✐♥❝-❡❛8❡8
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✳
❚❤❡ -✐8❡ ✐♥
JL
Jjj
❧❡❛❞8 2♦ ❛♥ ✐♥❝-❡❛8❡ ✐♥ RE ❛♥❞ 2❤❡-❡❢♦-❡ 2♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ǫ˜RE ,s✳ ❚❤❡ -✐8❡
✐♥
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
❧❡❛❞8 2♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ Rjj✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ✐♥ ❡;✉✐❧✐❜-✐✉♠ 2❤❡ ❡①♣♦-2 8✉❜8✐❞②
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉8❧② ❞❡❝❧✐♥❡8 ✭✶✳ 82❛2❡♠❡♥2 ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✮✳
❖♥ 2❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fij ❧❡❛❞8 2♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ RE ❛♥❞ 2❤❡-❡❢♦-❡ 2♦ ❛♥ ✐♥❝-❡❛8❡
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❚❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥,$② i ✭❡/✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✹✮✮✱ ,❤❡ ❞♦♠❡6,✐❝ ❝✉,♦✛ ✭❡/✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✾✮✮✱
❛♥❞ ,❤❡ ❡①♣♦$, ❝✉,♦✛ ✭❡/✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✽✮✮ ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐,,❡♥ ✐♥ ,❡$♠6 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡,❡$6✿
Pi,base = κ˜i[(fii)
σ−1−θ
σ−1 +
Jj
Ji
(
τji
τii
)−θ (fji)
σ−1−θ
σ−1 ]−
1
θ , ✭✹✳✷✺✮
✇❤❡$❡ κ˜i =
[
Ji
θbθ
θ−σ+1
( σ
σ−1
τii)
−θ
(
σ
yi
)σ−1−θ
σ−1
]− 1
θ
❛♥❞
ϕ∗ii,base = κiif
1
θ
ii [1 +
Jj
Ji
(
τii
τji
)θ
(
fii
fji
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ , ✭✹✳✷✻✮
✇❤❡$❡ κii =
(
Ji
θbθ
θ−σ+1
σ
yi
) 1
θ
❛♥❞
ϕ∗ij,base = κijf
1
θ
ij [1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ , ✭✹✳✷✼✮
✇❤❡$❡ κij =
(
Ji
θbθ
θ−σ+1
σ
yj
) 1
θ
✳
✹✳❆✳✷ 4,♦♦❢ ♦❢ ❈♦,♦❧❧❛,② ✹✳✶
❈♦,♦❧❧❛,②✳ ❯♥❞❡$ %$✉%❤❢✉❧ ❝♦♥%$✐❜✉%✐♦♥ .❝❤❡❞✉❧❡.✱ %❤❡ ❡0✉✐❧✐❜$✐✉♠ .✉❜.✐❞② .❛%✐.✜❡.
so = arg max
s∈[1,s¯]
{αW (s) + ΠE(s)} .
5$♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣$♦♦❢ ✐6 6✐♠✐❧❛$ ,♦ ,❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ●$♦66♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✭♣✳ ✽✹✵✱ ❢♦♦,♥♦,❡
✼✮✳ ❇② ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✸ ♦❢ ❉❡✜♥✐,✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡
Go = αW (so) + C(so) ≥ G = αW (s) + C(s) ∀s ∈ [1, s¯].
❇② ,$✉,❤❢✉❧♥❡66✱ ✇❡ ❤❛✈❡
CT (so) = ΠE(s
o)− BoL
❛♥❞
CT (s) ≥ ΠE(s)− B
o
L ∀s ∈ [1, s¯].
❚❤❡$❡❢♦$❡✱
αW (so) + ΠE(s
o)− BoL ≥ αW (s) + C
T (s) ≥ αW (s) + ΠE(s)− B
o
L.
❍❡♥❝❡✱
αW (so) + ΠE(s
o) ≥ αW (s) + ΠE(s) ∀s ∈ [1, s¯].
✹✳❆✳✸ ❊①♣❧✐❝✐* ❡①♣,❡--✐♦♥- ✐♥ *❤❡ ❧♦✇ ❝♦-*- ❝❛-❡
■♥ ,❡$♠6 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡,❡$6✱ ,❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥,$② j ❛♥❞ ,❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐,② ❛♥❞
❡①♣♦$, ❝✉,♦✛ ✐♥ ❝♦✉♥,$② i ❛$❡✱ $❡6♣❡❝,✐✈❡❧②✱
Pj,s = κ˜j[(fjj)
σ−1−θ
σ−1 + sθ
Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ (fij + fs)
σ−1−θ
σ−1 ]−
1
θ ,
✇❤❡$❡ κ˜j =
[
Jj
θbθ
θ−σ+1
( σ
σ−1
τjj)
−θ
(
σ
yj
)σ−1−θ
σ−1
]− 1
θ
❛♥❞
ϕ∗L,low = κij (fij + fs)
1
θ [1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θs−θ
(
fij + fs
fjj
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ ,
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✺✾
✇❤❡#❡ κij =
(
Ji
θbθ
θ−σ+1
σ
yj
) 1
θ
✳ ❚❤❡ ✜#'( ❞❡#✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ Pj,s ✇✐(❤ #❡'♣❡❝( (♦ s
∂Pj,s
∂s
= −
Pj,s
s
[1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θs−θ
(
fij + fs
fjj
)
−
σ−1−θ
σ−1
]−1.
❆❣❣#❡❣❛(❡ '✉❜'✐❞② ♣❛②♠❡♥(' ❛#❡ Slow = (s − 1)
σ−1
σ
RE,low. ❚❤❡ ✜#'( ❞❡#✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ Slow
✇✐(❤ #❡'♣❡❝( (♦ s ✐'
∂Slow
∂s
=
σ − 1
σ
RE,low + (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE,low
∂s
.
❆❣❣#❡❣❛(❡ ❡①♣♦#( #❡✈❡♥✉❡' ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛' Rij,low = RE,low = Ji
´
ϕL,low
rij,s(ϕ)v(ϕ)dϕ.
❲✐(❤
JL
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
sτjj
)−θ
(
fij+fs
fjj
)
−
θ
σ−1
✱ RE,low ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣#❡''❡❞ ✐♥ (❡#♠' ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛#❛♠❡✲
(❡#'✿
RE,low = yj[
Jjj
JL
(
fjj
fij + fs
)
+ 1]−1.
❚❤❡ ✜#'( ❞❡#✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ RE,low ✇✐(❤ #❡'♣❡❝( (♦ s ✐'
∂RE,low
∂s
= θ
RE,low
s
[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1.
❚❤❡ ❡❧❛'(✐❝✐(② ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜#♠' ❛❣❣#❡❣❛(❡ ❡①♣♦#( #❡✈❡♥✉❡'✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ǫRE,low =
∂RE,low
∂s
s
RE,low
✱
✐'
ǫRE,low = θ[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1
⇐⇒ ǫRE,low = θ
RE,low
yj
Jjj
JL
(
fjj
fij + fs
)
.
❆❣❣#❡❣❛(❡ ❡①♣♦#( ♣#♦✜(' ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Πij,low = ΠE,low = Ji
´
ϕL,low
πij,s(ϕ)v(ϕ)dϕ.
❘❡✇#✐((❡♥ ✐♥ (❡#♠' ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛#❛♠❡(❡#' ✇❡ ❣❡(
ΠE,low =
σ − 1
σ
yj
θ
[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
s−θ
(
1 +
fs
fij
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1.
❚❤❡ ✜#'( ❞❡#✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ ΠE,low ✇✐(❤ #❡'♣❡❝( (♦ s ✐'
∂ΠE,low
∂s
=
σ − 1
σ
RE,low
s
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
sθ
(
1 +
fs
fij
)
−
θ−σ+1
σ−1
]−1.
✹✳❆✳✹ #$♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❧❛"❡/❛❧ ❡①♣♦/" )✉❜)✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥"/② i✱ "❤❡/❡
✐) ❛ ✉♥✐6✉❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❛♥❞ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛ ϕ∗L,low✱ ❛♥❞
✶✳ "❤❡ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥"/② j ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ Pj,s < Pj,base❀
✷✳ ϕ∗L,low ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛✱ ϕ
∗
L,low < ϕ
∗
ij,base❀
✸✳ ϕ∗L,low ✐) ❞❡❝/❡❛)✐♥❣ ✐♥ s✱ ❜✉" ✐♥❝/❡❛)✐♥❣ ✐♥ fs ❛♥❞ fij✳
=/♦♦❢✳ ❋✐#'(✱ ■ '❤♦✇ (❤❛( Pj,s < Pj,base✿
Pj,s = κ˜j[(fjj)
σ−1−θ
σ−1 +
Ji
Jj
(
τij
sτjj
)−θ (fij + fs)
σ−1−θ
σ−1 ]−
1
θ <
Pj,base = κ˜j[(fjj)
σ−1−θ
σ−1 +
Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ (fij)
σ−1−θ
σ−1 ]−
1
θ
⇐⇒ s >
(
1 +
fs
fij
) 1
θ
θ−σ+1
σ−1
.
✶✻✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❇② ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧♦✇ ❝♦.'. ❝❛.❡✱ ✐' ♠✉.' ❤♦❧❞ '❤❛'
(
fs
fij
+ 1
) 1
σ−1
< s. ❚❤❡4❡❢♦4❡ ✐' ❤♦❧❞.
'❤❛' s >
(
fs
fij
+ 1
)
>
(
1 + fs
fij
)1−σ−1
θ
.
❙❡❝♦♥❞✱ ■ .❤♦✇ '❤❛' ϕ∗L,low < ϕ
∗
ij,base✿
ϕL,low = (
σ
σ − 1
τij
s
)
(
(fij + fs)
σP 1−σj,s
yj
) 1
σ−1
< ϕ∗ij,base = (
σ
σ − 1
τij)
(
(fij + fs)
σP 1−σj
yj
) 1
σ−1
⇐⇒
P σ−1j,base
P σ−1j,s
< sσ−1
❇② Pj,s < Pj,base✱ ✇❡ ❦♥♦✇ '❤❛'
Pj,s
Pj,base
< 1✳ ❚❤❡4❡❢♦4❡✱
Pσ−1
j,base
Pσ−1j,s
< 1 < sσ−1.
❚❤❡ '❤✐4❞ .'❛'❡♠❡♥' ❢♦❧❧♦✇. ❞✐4❡❝'❧② ❢4♦♠ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❢♦4♠ ♦❢ ϕ∗L,low = κij (fij + fs)
1
θ [1+
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θs−θ
(
fij+fs
fjj
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ .
✹✳❆✳✺ $%♦♦❢ ♦❢ $%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✹✳✶
$%♦♣♦)✐+✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢-♦♠ ❛♥ ❡①✲❛♥"❡ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱
✶✳ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛-❡❀
✷✳ s = s¯ ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦-❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛-❡❀
✸✳ s˜ =
σ
σ−1
+ǫRE,low
1+ǫRE,low
∈ (1, σ
σ−1
) ✐) "❤❡ ✉♥✐<✉❡ ✐♥"❡-✐♦- )♦❧✉"✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛-❡✳
>-♦♦❢✳ ❋♦% +❤❡ ✜%)+ )+❛+❡♠❡♥+✱ ❝♦♥.✐❞❡4 '❤❡ 4❡✇4✐''❡♥ ✜4.' ♦4❞❡4 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❢❛4❡
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❤♦♠❡ ❣♦✈❡4♥♠❡♥'✿ s =
θ+1
θ
1+(ǫRE,low )
−1 . ❋♦4 s > 1 ✐' ♠✉.' ❜❡ '❤❛' 1 +
1
θ
> 1 +
(ǫRE,low)
−1
♦4 ❡@✉✐✈❛❧❡♥'❧② ǫRE,low > θ. ❲✐'❤ ǫRE,low = θ[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+1]−1✱
❛ ❝♦♥'4❛❞✐❝'✐♦♥✳
❋♦% +❤❡ )❡❝♦♥❞ )+❛+❡♠❡♥+✱ ♥♦'❡ '❤❛' '❤❡ ❞❡4✐✈❛'✐✈❡ ♦❢ ❝♦♥.✉♠❡4 .✉4♣❧✉. ✐♥ ❝♦✉♥'4②
j ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②
∂CSj
∂s
=
∂[yi ln(
y
Pi
)− yi]
∂s
= yj
∂ ln(
yj
Pj,s
)
∂s
= −yj
∂ ln(
Pj,s
yj
)
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
.
❲✐'❤
∂Pj,s
∂s
= −
Pj,s
s
[1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θs−θ
(
fij+fs
fjj
)
−
σ−1−θ
σ−1
]−1 ✇❡ ❣❡'
∂CSj
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
=
yj
s
[1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θs−θ
(
fij + fs
fjj
)
−
σ−1−θ
σ−1
]−1.
❲✐'❤ RE,low = yj[
Jj
Ji
(
sτjj
τij
)
−θ (
fij+fs
fjj
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1✇❡ ❣❡'
∂CSj
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
=
RE,low
s
.
◆♦'❡ '❤❛' Πjj +Πji =
σ−1
σ
yj
θ
❛♥❞
∂Πij
∂s
+
∂Πjj
∂s
= 0✳ ❲✐'❤
Πij,low =
σ − 1
σ
yj
θ
[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
s−θ
(
1 +
fs
fij
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1
❛♥❞
∂Πij,low
∂s
=
σ − 1
σ
RE,low
s
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
sθ
(
1 +
fs
fij
)
−
θ−σ+1
σ−1
]−1
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✻✶
✐! ❢♦❧❧♦✇& !❤❛!
Πjj =
σ − 1
σ
yj
θ
(
1− [
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
s−θ
(
1 +
fs
fij
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1
)
⇐⇒ Πjj =
σ − 1
σ
1
θ
(yj −RE,low) .
❆❧&♦✱
∂Πjj
∂s
= −
σ − 1
σ
1
θ
∂RE,low
∂s
.
❚❤❡-❡❢♦-❡✱
∂Wj
∂s
=
∂Πjj
∂s
−
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
= −
σ − 1
σ
1
θ
∂RE,low
∂s
+
RE,low
s
= 0.
■! ✐& ❧❡❢! !♦ &❤♦✇ !❤❛! −σ−1
σ
1
θ
∂RE,low
∂s
+
RE,low
s
> 0.
❲✐!❤
∂RE,low
∂s
= θ
RE,low
s
[ Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1 ✇❡ ❣❡!
−
σ − 1
σ
1
θ
θ
RE,low
s
[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1 +
RE,low
s
> 0
⇐⇒ −
σ − 1
σ
[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1 + 1 > 0
⇐⇒ 1 >
σ − 1
σ
[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1.
❚❤✐& ❤♦❧❞& ❛❧✇❛②&✱ ❜❡❝❛✉&❡
σ−1
σ
< 1 ❛♥❞ [ Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1 < 1✳
❋♦" #❤❡ #❤✐"❞ (#❛#❡♠❡♥#✱ ♥♦!❡ !❤❛! ✇✐!❤
∂Slow
∂s
= σ−1
σ
RE,low+(s−1)
σ−1
σ
∂RE,low
∂s
❛♥❞
∂CSj
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
=
RE,low
s
✇❡ ❣❡!
∂Wi+j
∂s
=
RE,low
s
−
σ − 1
σ
RE,low − (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE,low
∂s
= 0.
❲✐!❤ ǫRE,low =
∂RE,low
∂s
s
RE,low
✇❡ ❣❡!
1−
σ − 1
σ
s− (s− 1)
σ − 1
σ
ǫRE,low = 0
❛♥❞ !❤❡-❡❢♦-❡✿
s =
σ
σ−1
+ ǫRE,low
1 + ǫRE,low
.
❚❤❡ ❧❡❢! ❤❛♥❞ &✐❞❡ ♦❢ !❤✐& ❡9✉❛!✐♦♥ ✐& &!-✐❝!❧② ✐♥❝-❡❛&✐♥❣ ✐♥ s ✇✐!❤ ❧♦✇❡- ❧✐♠✐! lims→1 s = 1✳
❇❡❝❛✉&❡ ǫRE,low = θ[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+1]−1 ✐& &!-✐❝!❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝-❡❛&✐♥❣ ✐♥
s ✇✐!❤ lims→∞ ǫRE,low = 0✱ !❤❡ -✐❣❤! ❤❛♥❞ &✐❞❡ ♦❢ !❤✐& ❡9✉❛!✐♦♥ ✐& ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝-❡❛&✐♥❣
✐♥ s ✇✐!❤ ❛♥ ✉♣♣❡- ❧✐♠✐! ♦❢ σ
σ−1
❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡- ❧✐♠✐! &!-✐❝!❧② ❛❜♦✈❡ ✶✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ !❤❡-❡
❡①✐&!& ❛ ✉♥✐9✉❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥! s˜ ∈ (1, σ
σ−1
) !❤❛! &♦❧✈❡& !❤✐& ❡9✉❛!✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡& ❣❧♦❜❛❧
✇❡❧❢❛-❡✳
✹✳❆✳✻ 0"♦♦❢ ♦❢ 0"♦♣♦(✐#✐♦♥ ✹✳✷
0"♦♣♦(✐#✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "❤❡,❡ ❡①✐)") ❛ ✉♥✐0✉❡ ❡0✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡✱ )✉❝❤ "❤❛"
✶✳ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕoL,low ❜♦"❤ ❡①♣♦," ❛♥❞ ❡♥"❡, "❤❡ ❧♦❜❜②✱ )✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ,❡❧❛"✐✈❡
♠❛)) ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣ ✜,♠) ✐) m(s) := JL
Jjj
= Ji
Jj
(
sτjj
τij
)θ (
fjj
fij+fs
) θ
σ−1
;
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥) ❛,❡ CT (so) = α(Πij(s
∗)− Πij(s
o) + S(so)− S(s∗))❀
✶✻✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✸✳ "❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥" ✐♠♣❧❡♠❡♥". z( JL
Jjj
) := so =
1+
(1+ 1α )
σ−1
σ
σ−1
+ 1
σ−1
JL
Jjj
fij+fs
fjj
✳
/(♦♦❢✳ ❉❡♥♦$❡ ǫ˜RE ,s $❤❡ ❡❧❛($✐❝✐$② ♦❢ ❡①♣♦/$ /❡✈❡♥✉❡(✱ ❤♦❧❞✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❧♦❜❜②✐♥❣
✜/♠( ✴ ❡①♣♦/$✐♥❣ ✜/♠( ✜①❡❞✿
ǫ˜RE ,s =
∂RE
∂s
s
RE
=
s
RE
JL
∂rs(ϕ˜L)
∂s
=
s
RE
JL(
σ
σ − 1
1
ϕ˜L
)1−σyj
∂( s
σ−1
P 1−σj
)
∂s
.
❲✐$❤
Pj,s = κp[ϕ
σ−1−θ
jj + (s
σ−1)
Ji
Jj
(
τij
τjj
)1−σϕσ−1−θL,low ]
1
1−σ
✇❡ ❣❡$
sσ−1
P 1−σj
= κσ−1p [ϕ
σ−1−θ
jj + (s
σ−1)
Ji
Jj
(
τij
τjj
)1−σϕσ−1−θL,low ]
−1sσ−1
(✉❝❤ $❤❛$
∂( s
σ−1
P 1−σj
)
∂s
=
sσ−1
P 1−σj
[ϕσ−1−θjj + s
σ−1 Ji
Jj
(
τij
τjj
)1−σϕσ−1−θL,low ]
−1s−1(σ − 1)ϕσ−1−θjj
❚❤❡/❡❢♦/❡✱
ǫ˜RE ,s = [1 + s
σ−1 Ji
Jj
(
τij
τjj
)1−σ
ϕσ−1−θL,low
ϕσ−1−θjj
]−1(σ − 1).
❲✐$❤
ϕ∗jj
ϕij
=
sτjj
τij
(
fjj
fij+fs
) 1
σ−1
❛♥❞ ǫRE,low = θ[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
sθ
(
fjj
fij+fs
) θ−σ+1
σ−1
+ 1]−1 ✇❡ ❣❡$
ǫ˜RE ,s = [1 +
Ji
Jj
(
sτjj
τij
)θ (
fjj
fij + fs
) θ−σ+1
σ−1
]−1(σ − 1) =
σ − 1
θ
ǫRE,low .
❚❤❡/❡❢♦/❡✱
.
s➦ =
(1+ 1
α
)
σ−1
+ 1
1 + (ǫ˜RE ,s)
−1 .
●✐✈❡♥ $❤❛$ ǫRE,low ✐( ❛ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ($/✐❝$❧② ❞❡❝/❡❛(✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐♥ s✱ $❤❡ /✐❣❤$ ❤❛♥❞ (✐❞❡ ✐❢
$❤✐( ❡>✉❛$✐♦♥ ✐( ❞❡❝/❡❛(✐♥❣ ✐♥ ( ✇✐$❤ ❧✐♠✐$ ✵ ❢♦/ s→∞✱ ❛♥❞ ❢♦/ s = 1 $❤❡ /✐❣❤$ ❤❛♥❞ (✐❞❡
❝♦♥✈❡/❣❡( $♦ ❛ ❝♦♥($❛♥$ $❤❛$ ✐( ($/✐❝$❧② ❣/❡❛$❡/ $❤❛♥ 1✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ $❤❡/❡ ❡①✐($( ❛ ✉♥✐>✉❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥$ s➦✳
✹✳❆✳✼ $%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❧♦✇ ❝♦.". ❝❛.❡✱ ❝♦♠♣❛(❛"✐✈❡ ."❛"✐❝. ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡8✉✐❧✐❜(✐✉♠ .❤♦✇ "❤❛"
✶✳ ❛ "(❛❞❡ ❧✐❜❡(❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤(♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ τij ❧❡❛❞. "♦ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛
❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦(" .✉❜.✐❞②❀
✷✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs✱ fij ♦( ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥ fjj ❧❡❛❞ "♦ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡
✐♥ "❤❡ ❡①♣♦(" .✉❜.✐❞②✳
✸✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ✇❡❧❢❛(❡ ✇❡✐❣❤" α ❧❡❛❞. "♦ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥ JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥
"❤❡ ❡①♣♦(" .✉❜.✐❞②❀
✹✳ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥ ✜(♠ ❤❡"❡(♦❣❡♥❡✐"② ✭❧♦✇❡( θ✮ ❧❡❛❞. "♦ ❛♥ ✐♥❝(❡❛.❡ ✐♥ JL
Jjj
❛♥❞ "♦ ❛
❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦(" .✉❜.✐❞②✳
/(♦♦❢✳ ■ ♣/♦✈❡ ❡❛❝❤ ($❛$❡♠❡♥$ ❜② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡/❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ /❡(♣❡❝$ $♦ $❤❡ ♣❛/❛♠❡$❡/
♦❢ ✐♥$❡/❡($✳
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✶✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ τij ✇❡ ❣❡$✿
ds
dτij
=
∂z( JL
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jjj
; τij)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
> 0
❛♥❞
d
(
JL
Jjj
)
dτij
=
∂m(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; τij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
< 0.
✷✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ fij ✇❡ ❣❡$✿
ds
dfij
=
∂z( JL
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jjj
; fij)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
> 0.
❚❤❡ ✐♥❞✐,❡❝$ ♣♦1✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$
∂z( JL
Jjj
; fij)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
❞♦♠✐♥❛$❡1✱ $❤✉1
ds
dfij
> 0✳ ❆❧1♦✱
d
(
JL
Jjj
)
dfij
=
∂m(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; fij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ fs ✇❡ ❣❡$✿
ds
dfs
=
∂z( JL
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jjj
; fs)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
> 0.
❚❤❡ ✐♥❞✐,❡❝$ ♣♦1✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$
∂z( JL
Jjj
; fs)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
❞♦♠✐♥❛$❡1✱ $❤✉1
ds
dfs
> 0✳ ❆❧1♦✱
d
(
JL
Jjj
)
dfs
=
∂m(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; fs)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
✸✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ α ✇❡ ❣❡$✿
ds
dα
=
∂z( JL
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jjj
;α)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
< 0
❛♥❞
d
(
JL
Jjj
)
dα
=
∂m(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂m(s;α)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
< 0.
✹✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ θ ✇❡ ❣❡$✿
ds
dθ
=
∂z( JL
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jjj
; θ)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
> 0
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❛♥❞
d
(
JL
Jjj
)
dθ
=
∂m(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
< 0.
✹✳❆✳✽ $%♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡ ✇✐"❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❧❛"❡/❛❧ ❡①♣♦/" )✉❜)✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥"/② i✱ "❤❡/❡
✐) ❜♦"❤ ❛♥ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛ ϕ∗ij ❛♥❞ ❛♥ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐"② ❝✉"♦✛ ϕ
∗
L✱ ❛♥❞
✶✳ "❤❡ ♣/✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥"/② j ❧✐❡) ❜❡❧♦✇ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ Pj,s < Pj,base❀
✷✳ "❤❡ ❡①♣♦/" ❝✉"♦✛ ϕ∗ij ❧✐❡) ❛❜♦✈❡ "❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡✱ ϕ
∗
ij > ϕ
∗
ij,base❀
✸✳ ❛ /✐)❡ ✐♥ s ♦/ fij✱ ♦/ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fs ✐♥❝/❡❛)❡) ϕ
∗
ij ❛♥❞ ❞❡❝/❡❛)❡) ϕ
∗
L✳
</♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥.(② j ❝❛♥ ❜❡ ✇(✐..❡♥ ✐♥ .❡(♠3 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛(❛♠❡.❡(3✿
Pj,s = κ˜j[(fjj)
σ−1−θ
σ−1 +
Ji
Jj
(
τij
τjj
)
−θ [
(fij)
σ−1−θ
σ−1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1 (fs)
σ−1−θ
σ−1
]
]−
1
θ ,
✇❤❡(❡ κ˜j =
[
Jj
θbθ
θ−σ+1
( σ
σ−1
τjj)
−θ
(
σ
yj
)σ−1−θ
σ−1
]− 1
θ
. ❚♦ ♣(♦✈❡ .❤❡ ✜(3. 3.❛.❡♠❡♥.✱ ❥✉3. .❛❦❡
.❤❡ ❧✐♠✐. ❢♦( s→ 1 ♦❢ .❤❡ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥.(② j✿
lim
s→1
Pj,s = κ˜j (fjj)
−
1
θ
σ−1−θ
σ−1 [1 +
Ji
Jj
(
τij
τjj
)
−θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
]−
1
θ > Pj,s,
✇❤❡(❡ κ˜j =
[
Jj
θbθ
θ−σ+1
( σ
σ−1
τjj)
−θ
(
σ
yj
)σ−1−θ
σ−1
]− 1
θ
. ❋♦( .❤❡ 3❡❝♦♥❞ ❛♥❞ .❤✐(❞ 3.❛.❡♠❡♥.✱ ✜(3.
♥♦.❡ .❤❛. .❤❡ ❝✉.♦✛3 ❝❛♥ ❜❡ (❡✇(✐..❡♥ ✐♥ .❡(♠3 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛(❛♠❡.❡(3✳ ❋♦( .❤❡ ❡①♣♦(.
❝✉.♦✛ ✇❡ ❣❡.
ϕ∗ij = κij (fij)
1
θ [1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
+
(
sσ−1 − 1
) θ
σ−1
(
fij
fs
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ ,
✇❤❡(❡ κij =
(
Ji
θbθ
θ−σ+1
σ
yj
) 1
θ
. ❋♦( .❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉.♦✛ ✇❡ ❣❡.
ϕ∗L = κij (fij)
1
θ
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
) 1
σ−1
[1+
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θ (
fjj
fij
)σ−1−θ
σ−1
+
(
sσ−1 − 1
) θ
σ−1
(
fij
fs
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ .
❋♦( .❤❡ 3❡❝♦♥❞ 3.❛.❡♠❡♥. .❛❦❡ .❤❡ ❧✐♠✐. ❢♦( s→ 1 ❢(♦♠ .❤❡ ❡①♣♦(. ❝✉.♦✛✿
lim
s→1
ϕ∗ij = κij (fij)
1
θ [1 +
Jj
Ji
(
τij
τjj
)θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
]
1
θ < ϕ∗ij,base,
✇❤❡(❡ κij =
(
Ji
θbθ
θ−σ+1
σ
yj
) 1
θ
.❚❤❡ .❤✐(❞ 3.❛.❡♠❡♥. ❢♦❧❧♦✇3 ❞✐(❡❝.❧② ❢(♦♠ .❤❡ ❡①♣❧✐❝✐. ❡①✲
♣(❡33✐♦♥3 ♦❢ ϕ∗ij ❛♥❞ ϕ
∗
L✳
✹✳❆✳✾ $%♦♦❢ ♦❢ $%♦♣♦/✐1✐♦♥ ✹✳✸
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✐♥❝/❡❛)❡) ✐") ❛❣❣/❡❣❛"❡ ❡①♣♦/") ❜✉" ❧❡❛❞) "♦ ❧❡)) ❡①♣♦/"✐♥❣ ✜/♠)✳
</♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸ ✇❡ ❦♥♦✇ .❤❛.
∂ϕ∗ij
∂s
> 0✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱
∂Jij
∂s
< 0✳ ❚❤❡ ♠❛33 ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡
✜(♠3 ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② JL = Ji
(
b
ϕ∗L
)θ
❛♥❞ .❤❡ ♠❛33 ♦❢ ❛❧❧ ❡①♣♦(.❡(3 ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② Jij = Ji
(
b
ϕ∗ij
)θ
✳
❆❣❣(❡❣❛.❡ ❡①♣♦(. (❡✈❡♥✉❡3 ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜(♠3 ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜(♠3 ❛(❡ (❡3♣❡❝.✐✈❡❧②✱
Rij,E =
θσ
θ − σ + 1
JLfs
(
sσ−1
sσ−1 − 1
)
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✻✺
❛♥❞
Rij,NE =
θσ
θ − σ + 1
[
Jijfij − JLfs
(
1
sσ−1 − 1
)]
.
❚❤❡&❡❢♦&❡✱ *♦*❛❧ ❛❣❣&❡❣❛*❡ ❡①♣♦&* &❡✈❡♥✉❡1 ❛&❡
Rij = Rij,E +Rij,NE =
θσ
θ − σ + 1
(JLfs + Jijfij) .
❚♦*❛❧ ♣&♦✜*1 ✐♥ ♠❛&❦❡* j ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Πj,s =
σ−1
σ
yj
θ
✳ ❆❣❣&❡❣❛*❡ ❡①♣♦&* ♣&♦✜*1 ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡
✜&♠1 ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜&♠1 ❛&❡ &❡1♣❡❝*✐✈❡❧②✱
Πij,E = JL
[
θ
θ − σ + 1
(
sσ−1
sσ−1 − 1
)
fs − fs − fij
]
❛♥❞
Πij,NE =
σ − 1
θ − σ + 1
Jijfij − JL
[
θ
θ − σ + 1
fs
(
1
sσ−1 − 1
)
− fij
]
.
❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ❛❣❣&❡❣❛*❡ ❡①♣♦&* ♣&♦✜*1 ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
Πij = Πij,E +Πij,NE =
σ − 1
θ − σ + 1
(JLfs + Jijfij) =
σ − 1
σ
Rij
θ
.
◆♦*❡ *❤❛* ✐♥ *❤❡ ❧✐♠✐*1✱ ✇❤❡&❡ ❛❞♠✐♥✐1*&❛*✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦1*1 ❝♦♥✈❡&❣❡ *♦ ✐♥✜♥✐*② ♦& *❤❡
1✉❜1✐❞② ❝♦♥✈❡&❣❡1 *♦ ♦♥❡✱ ❡①♣♦&* &❡✈❡♥✉❡1 ♦❢ 1✉❜1✐❞✐③❡❞ ✜&♠1 ❝♦♥✈❡&❣❡ *♦ ③❡&♦ ❜❡❝❛✉1❡
*❤❡ 1❡* ♦❢ 1✉❜1✐❞✐③❡❞ ✜&♠1 ❝♦♥✈❡&❣❡1 *♦ ③❡&♦ ❛1 ✇❡❧❧✳ ❆❣❣&❡❣❛*❡ ❡①♣♦&* &❡✈❡♥✉❡1 ❛&❡ ❝❛♥
❜❡ &❡✇&✐**❡♥ ❛1
Rij = yj[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]−1
+ 1]−1.
❚❤✉1✱
∂Rij
∂s
> 0✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡
∂Πij
∂s
= σ−1
σ
1
θ
∂Rij
∂s
> 0✳
✹✳❆✳✶✵ %&♦♦❢ ♦❢ %&♦♣♦*✐,✐♦♥ ✹✳✹
%&♦♣♦*✐,✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❢-♦♠ ❛♥ ❡①✲❛♥"❡ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱
✶✳ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡) ❤♦♠❡ ✇❡❧❢❛-❡❀
✷✳ ✐❢ ❛♥ ✐♥"❡-✐♦- )♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ (1, s¯) ❡①✐)") "❤❛" ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦-❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛-❡✱ ✐" ✐) ✉♥✐;✉❡❀
♦"❤❡-✇✐)❡ s = s¯ ♠❛①✐♠✐③❡) ❢♦-❡✐❣♥ ✇❡❧❢❛-❡❀
✸✳ ❢♦- )✉✣❝✐❡♥"❧② ❧❛-❣❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ θ ✭✐✳❡✳✱ ❧♦✇ ✜-♠ ❤❡"❡-♦❣❡♥❡✐"②✮✱ s = 1 ♠❛①✐♠✐③❡)
❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛-❡✳
C-♦♦❢✳ ❋♦& ,❤❡ ✜&*, *,❛,❡♠❡♥,✱ ❝♦♥1✐❞❡& *❤❡ &❡✇&✐**❡♥ ✜&1* ♦&❞❡& ❝♦♥❞✐*✐♦♥✿
s = 1 +
1
θ
(
∂Rij
∂s
∂RE,high
∂s
)
−
RE,high
∂RE,high
∂s
. ✭✹✳✷✽✮
❚❤❡ ✜&1* ♦&❞❡& ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❝❛♥♥♦* ❤♦❧❞ ✐❢ *❤❡ &✐❣❤* ❤❛♥❞ 1✐❞❡ ♦❢ ❡E✉❛*✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ ✐1 ❛❧✇❛②1
1♠❛❧❧❡& *❤❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✐* ✐1 *♦ 1❤♦✇ *❤❛* ✐* ❝❛♥ ♥❡✈❡& ❜❡ *❤❡ ❝❛1❡ *❤❛*
1
θ
∂Rij
∂s
∂Rij,E
∂s
−
Rij,E
∂Rij,E
∂s
> 0 ♦& ❡E✉✐✈❛❧❡♥*❧②✱ *❤❛* 1
θ
∂Rij
∂s
> Rij,E✳ ❲✐*❤
Rij = yj[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]−1
+ 1]−1
❛♥❞
Rij,E =
sσ−1
sσ−1 − 1
yj[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fjj
fs
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1−1)−
θ
σ−1+
(
fij
fs
)σ−1−θ
σ−1
(sσ−1−1)−
θ
σ−1+1]−1
✶✻✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❛♥❞
∂Rij
∂s
=
Rij
s
θ
sσ−1
sσ−1 − 1
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]
]−1
[
1 +
(
fs
fij
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
]−1
✇❡ ❝❛♥ &❡✇&✐(❡
1
θ
∂Rij
∂s
> Rij,E (♦
Rij,E <
Rij
s
sσ−1
sσ−1 − 1
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]
]−1
[
1 +
(
fs
fij
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
]−1
⇐⇒ yj
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fs
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1−1)
θ
σ−1 >
Rij
s
[
1 +
(
fs
fij
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
]−1
⇐⇒ s < [
[
1 + (sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
(
fs
fij
)
−
σ−1−θ
σ−1
]−1
+
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fs
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1 ]−1
[
1 +
(
fs
fij
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)−
θ
σ−1
]−1
⇐⇒ s < [1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fs
)
−
σ−1−θ
σ−1
(sσ−1 − 1)
θ
σ−1 ]−1,
❛ ❝♦♥(&❛❞✐❝(✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉-❡ s > 1✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ −
Rij,E
∂Rij,E
∂s
+ 1
θ
∂Rij
∂s
∂Rij,E
∂s
< 0 ❛♥❞ s = 1 −
Rij,E
∂Rij,E
∂s
+
1
θ
∂Rij
∂s
∂Rij,E
∂s
❞♦❡- ♥❡✈❡& ❤♦❧❞✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ (❤❡&❡ ❞♦❡- ♥♦( ❡①✐-( ❛♥ ❡①♣♦&( -✉❜-✐❞② (❤❛( -♦❧✈❡-
(❤❡ ✜&-( ♦&❞❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❢❛&❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡&♥♠❡♥( ✐♥ (❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥(&②✳
❋♦" #❤❡ &❡❝♦♥❞ &#❛#❡♠❡♥#✱ ♥♦(❡ (❤❛( (❤❡ ✜&-( ♦&❞❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢♦&❡✐❣♥
✇❡❧❢❛&❡ ✐- ❣✐✈❡♥ ❜②
∂Wj
∂s
=
∂Πjj
∂s
+
∂CSj
∂s
= 0. ❚❤❡ ❞❡&✐✈❛(✐✈❡ ♦❢ ❝♦♥-✉♠❡& ✇❡❧❢❛&❡ ✐♥ ❝♦✉♥(&②
j ✐-
∂CSj
∂s
=
∂[yi ln(
y
Pj
)− yi]
∂s
= yj
∂ ln(
yj
Pj,s
)
∂s
= −yj
∂ ln(
Pj,s
yj
)
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
.
❚❛❦✐♥❣ (❤❡ ❞❡&✐✈❛(✐✈❡ ♦❢
∂Pj,s
∂s
✐( ✐- -(&❛✐❣❤(❢♦&✇❛&❞ (♦ -❤♦✇ (❤❛(
∂CSj
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
=
Rij,E
s
.
◆♦(❡ (❤❛(
Πjj =
σ − 1
σ
yj
θ
− Πji =
σ − 1
σ
yj
θ
−
σ − 1
σ
Rij
θ
==
σ − 1
σ
(yj −Rij)
θ
,
-✉❝❤ (❤❛(
∂Πjj
∂s
= −σ−1
σ
1
θ
∂Rij
∂s
.
❲✐(❤ Rij = yj[
Jj
Ji
(
τjj
τij
)
−θ (
fij
fjj
) θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]−1
+ 1]−1 ✇❡ ❣❡(
∂Rij
∂s
=
Rij,E
s
θ
sσ−1
sσ−1 − 1
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]
]−1.
>❧✉❣❣✐♥❣
∂CSj
∂s
❛♥❞
∂Πjj
∂s
✐♥(♦ (❤❡ ✜&-( ♦&❞❡& ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✇❡ ❣❡(
∂Wj
∂s
= −σ−1
σ
1
θ
∂Rij
∂s
+
Rij,E
s
= 0✳
❘❡✇&✐((❡♥ ✇❡ ❣❡(✿
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✻✼
σ − 1
σ
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 + (sσ−1 − 1)
θ
σ−1
(
fs
fij
)σ−1−θ
σ−1
]
]−1 = 1−
1
sσ−1
.
◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ❧❡❢" ❤❛♥❞ *✐❞❡ ✭❧❤*✮ ♦❢ "❤✐* ❡.✉❛"✐♦♥ ✐* ❛ *"0✐❝"❧② ❞❡❝0❡❛*✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ s
✇✐"❤ ❧✐♠✐"*
lim
s→1
lhs =
σ − 1
σ
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
]−1 ∈ (0, 1)
❛♥❞
lim
s→
(
fs
fij
+1
) 1
σ−1
lhs =
σ − 1
σ
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 +
(
fs
fij
)]
]−1 ∈ (0, 1).
❙✐♠✐❧❛0❧②✱ "❤❡ 0✐❣❤" ❤❛♥❞ *✐❞❡ ✭0❤*✮ ♦❢ "❤✐* ❡.✉❛"✐♦♥ ✐* ❛ *"0✐❝"❧② ✐♥❝0❡❛*✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ s✱
✇✐"❤ ❧✐♠✐"*
lim
s→1
rhs = 0
❛♥❞
lim
s→
(
fs
fij
+1
) 1
σ−1
rhs =
fs
fij
fs
fij
+ 1
∈ (0, 1).
❋♦0 *✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤ fs "❤❡0❡ ❞♦❡* ❛❧✇❛②* ❡①✐*" ❛ ✉♥✐.✉❡ ✐♥"❡0✐♦0 ♦♣"✐♠✉♠✱ ❜❡❝❛✉*❡
lim
fs→∞
fs
fij
fs
fij
+ 1
= 1
❛♥❞
lim
fs→∞
σ − 1
σ
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 +
(
fs
fij
)]
]−1 < 1.
❍❡♥❝❡✱ ❢♦0 *✉✣❝✐❡♥"❧② ❤✐❣❤ fs ✐" ❤♦❧❞* "❤❛"
fs
fij
fs
fij
+ 1
>
σ − 1
σ
[1 +
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ−σ+1
σ−1
[
1 +
(
fs
fij
)]
]−1
❛♥❞ "❤❡0❡ ✐* ❛ ✉♥✐.✉❡ ✐♥"❡0✐♦0 *♦❧✉"✐♦♥ "❤❛" ♠❛①✐♠✐③❡* ✇❡❧❢❛0❡ ✐♥ "❤❡ ❢♦0❡✐❣♥ ❝♦✉♥"0②✳ ■❢
fs ✐* *✉✣❝✐❡♥"❧② *♠❛❧❧✱ "❤❡ ✐♥"❡0✐♦0 *♦❧✉"✐♦♥ ♠❛② ♥♦" ❡①✐*"✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ "❤❡♥
∂Wj
∂s
> 0 ❢♦0
❛❧❧ ❢❡❛*✐❜❧❡ s ❛♥❞ ✐" ✐* ♦♣"✐♠❛❧ "♦ *❡" "❤❡ ❤✐❣❤❡*" ❢❡❛*✐❜❧❡ ❡①♣♦0" *✉❜*✐❞② 0❛"❡✳
❋♦" #❤❡ #❤✐"❞ (#❛#❡♠❡♥#✱ ♥♦"❡ "❤❛"
∂CSj
∂s
= −
∂Pj,s
∂s
yj
Pj,s
=
Rij,E
s
❛♥❞
∂Shigh
∂s
=
σ−1
σ
RE,high + (s− 1)
σ−1
σ
∂RE,high
∂s
✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ✇❡ ❣❡"
∂Wi
∂s
+
∂Wj
∂s
=
Rij,E
s
−
σ − 1
σ
RE,high − (s− 1)
σ − 1
σ
∂RE,high
∂s
= 0.
❲✐"❤ ǫRE,high =
∂RE,high
∂s
s
RE,high
 ❤✐# ❡①♣'❡##✐♦♥ #✐♠♣❧✐✜❡#  ♦
1−
σ − 1
σ
s− (s− 1)
σ − 1
σ
ǫRE,high = 0
♦' ❡-✉✐✈❛❧❡♥ ❧②
s =
σ
σ−1
+ ǫRE,high
1 + ǫRE,high
.
❚❤✉#✱ ❛♥② s > σ
σ−1
❝❛♥♥♦ ❜❡ ❛♥ ❡-✉✐❧✐❜'✐✉♠ ❡①♣♦' #✉❜#✐❞② '❛ ❡✳ ◆♦ ❡  ❤❛ 
ǫRE,high =
∂Rij,E
∂s
s
Rij,E
= (σ − 1)
[
1−
Rij,E
yj
]
+ (θ − σ + 1)
Rij,E
yj
(
Jjj
JL
fjj
fs
+
Jij
JL
fij
fs
)
.
✶✻✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❚❤❡#❡❢♦#❡✱
lim
s→1
ǫRE,high = lim
s→1
(σ − 1) + lim
s→1
(θ − σ + 1)
r(ϕ˜L)
yj
(
Jjj
fjj
fs
+ Jij
fij
fs
)
=∞,
✭❜❡❝❛✉,❡ ❛✈❡#❛❣❡ ♣#♦❞✉❝1✐✈✐1② ♦❢ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✜#♠,✱ ❝♦♥✈❡#❣❡, 1♦ ✐♥✜♥✐1② ❢♦# s→ 1✮ ❛♥❞
lim
s→
(
fs
fij
+1
) 1
σ−1
ǫRE,high = (σ − 1) +
[
(θ − σ + 1)
(
Jjjfjj + Jijfij
Jijfs
)
− (σ − 1)
]
Rij
yj
> 0.
❚❤❡ #✐❣❤1 ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ♦❢ 1❤❡ ✜#,1 ♦#❞❡# ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❤❛, ❧✐♠✐1, ♦❢
lim
s→
(
fs
fij
+1
) 1
σ−1
σ
σ−1
+ ǫRE,high
1 + ǫRE,high
> 0
❛♥❞
lim
s→1
σ
σ−1
+ ǫRE,high
1 + ǫRE,high
= 1.
❚❤❡#❡❢♦#❡✱ 1❤❡#❡ ❞♦❡, ♥♦1 ♥❡❝❡,,❛#✐❧② ❡①✐,1 ❛ s ∈ (1, σ
σ−1
) ,✉❝❤ 1❤❛1 s =
σ
σ−1
+ǫRE,high
1+ǫRE,high
. ■❢
1❤❡ ❞❡#✐✈❛1✐✈❡ ♦❢ 1❤❡ #✐❣❤1 ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ✐, ,✉✣❝✐❡♥1❧② ,♠❛❧❧✱ 1❤❡♥ 1❤❡#❡ ♠❛② ♥♦1 ❜❡ ❛♥②
✐♥1❡#✐♦# ✜①❡❞ ♣♦✐♥1✳
◆❡①1✱ ■ ,❤♦✇ 1❤❛1 ❢♦# θ ✐, ,✉✣❝✐❡♥1❧② ❧❛#❣❡✱ 1❤❡ #✐❣❤1 ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ♦❢ s =
σ
σ−1
+ǫRE,high
1+ǫRE,high
✐,
,♠❛❧❧❡# 1❤❛♥ 1❤❡ ❧❡❢1 ❤❛♥❞ ,✐❞❡ ❢♦# ❛♥② s ∈ (1, σ
σ−1
)✳❲✐1❤
ǫRE,high = (σ − 1)
[
1−
Rij,E
yj
]
+
(θ − σ + 1)sσ−1
(sσ−1 − 1)
[
Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ (
fjj(s
σ−1 − 1)
fs
) θ
σ−1 fs
fjj
+
(
fij(s
σ−1 − 1)
fs
) θ
σ−1 fs
fij
+ 1]−1
✇❡ ❣❡1
∂ǫRE,high
∂θ
> 0✱ ,✉❝❤ 1❤❛1 ❢♦# ,✉✣❝✐❡♥1❧② ❤✐❣❤ θ✱ ❢♦# ❛❧❧ s ∈ (1, σ
σ−1
) ǫRE,high ✐,
,✉✣❝✐❡♥1❧② ❤✐❣❤ 1♦ ❣✉❛#❛♥1❡❡ 1❤❛1 s >
σ
σ−1
+ǫRE,high
1+ǫRE,high
✳
✹✳❆✳✶✶ $%♦♦❢ ♦❢ $%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✹✳✺
$%♦♣♦)✐+✐♦♥✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ "❤❡,❡ ❡①✐)") ❛ ✉♥✐/✉❡ ❡/✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣
❣❛♠❡✱ )✉❝❤ "❤❛"
✶✳ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕoij ❡①♣♦," ❛♥❞ ❛❧❧ ✜,♠) ✇✐"❤ ϕ ≥ ϕ
o
L ❡♥"❡, "❤❡ ❧♦❜❜②✱ )✉❝❤ "❤❛"
h(s) := JL
Jij
=
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✱ m(s) := JL
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fs
fjj(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
❛♥❞
n(s) :=
Jij
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fij
fjj
)
−
θ
σ−1
;
✷✳ ❧♦❜❜② ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥) ❛,❡ CT (so) = α(Πij(s
∗)− Πij(s
o) + S(so)− S(s∗));
✸✳ "❤❡ ❣♦✈❡,♥♠❡♥" ✐♠♣❧❡♠❡♥") z( JL
Jij
, JL
Jjj
) := so =
Rjj
yj
+( 1α
1
σ−1
+1)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
.
>,♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜#,1 ♦#❞❡# ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦✈❡#♥♠❡♥1 1❤❛1 1❛❦❡, ❧♦❜❜② ❝♦♥1#✐❜✉1✐♦♥, ✐♥1♦
❛❝❝♦✉♥1 ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②
∂G
∂s
= α
∂Wi
∂s
+
∂Πij,E
∂s
= 0.
❘❡✇#✐1✐♥❣ 1❤❡ ✜#,1 ♦#❞❡# ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❣✐✈❡, ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐1 ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ,✉❜,✐❞② #❛1❡✿
z(
JL
Jij
,
JL
Jjj
) = s➦ =
Rjj
yj
+
(
1
α
1
σ−1
+ 1
)
ǫ˜RE ,s
1 + ǫ˜RE ,s
,
✇❤❡#❡ ǫ˜RE ,s = (σ−1)
[
1− RE
yj
]
✱ Rij,E =
sσ−1
sσ−1−1
yj[
Jjj
JL
fjj
fs
+
Jij
JL
fij
fs
+1]−1 ❛♥❞ Rjj = yj[
Jij
Jjj
fij
fjj
+
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✻✾
JL
Jjj
fs
fjj
+ 1]−1✳ ❘❡✇$✐&❡ &❤❡ ✜$)& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❛)
s = 1 +
1
θ
1
α
+
1
θ
∂Rij
∂s
∂RE,high
∂s
−
RE,high
∂RE,high
∂s
.
❚❤❡♥✱ ❢♦$ α )✉✣❝✐❡♥&❧② ❧♦✇✱ &❤❡$❡ ❡①✐)&) ❛♥ ✐♥&❡$✐♦$ )♦❧✉&✐♦♥ &♦ &❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥&✬) ♠❛①✐✲
♠✐③❛&✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✳
❋♦$ &❤❡ ❝♦♠♣❛$❛&✐✈❡ )&❛&✐❝)✱ ♥♦&❡ &❤❛& &❛❦✐♥❣ &❤❡ ❞❡$✐✈❛&✐✈❡ ♦❢ z( JL
Jij
, JL
Jjj
) ✇✐&❤ $❡)♣❡❝&
&♦ ❛♥② ♣❛$❛♠❡&❡$ x ✇❡ ❣❡&
∂s
∂x
=
(
1
α
1
σ−1
+ 1−
Rjj
yj
)
∂ǫ˜RE,s
∂x
+ (1 + ǫ˜RE ,s)
1
yj
∂Rjj
∂x
[1 + ǫ˜RE ,s]
2
■❢ &❤❡ )✐❣♥ ♦❢
∂ǫ˜RE,s
∂x
❛♥❞
∂Rjj
∂x
❛$❡ ✐❞❡♥&✐❝❛❧✱ &❤❡ )✐❣♥ ♦❢
∂s
∂x
✐) ❛❧)♦ &❤❡ )❛♠❡✳ ❚❤✉)✱ s
✐) )&$✐❝&❧② ❞❡❝$❡❛)✐♥❣ ✐♥
JL
Jij
✱
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✳ ◆♦&❡ &❤❛&
JL
Jij
=
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
❛♥❞
JL
Jjj
=
Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fs
fjj(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
❛$❡ )&$✐❝&❧② ✐♥❝$❡❛)✐♥❣ ✐♥ s, ✇❤✐❧❡
Jij
Jjj
= Ji
Jj
(
τjj
τij
)θ
(
fjj
fij
) θ
σ−1
✐)
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦❢ s✳
✹✳❆✳✶✷ %&♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹
▲❡♠♠❛✳ ■♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦)") ❝❛)❡✱ ❝♦♠♣❛.❛"✐✈❡ )"❛"✐❝) ♦❢ "❤❡ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❡4✉✐❧✐❜.✐✉♠ )❤♦✇
"❤❛"
✶✳ ❛ ".❛❞❡ ❧✐❜❡.❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤.♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ τij ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✱
❧❡❛✈❡)
JL
Jij
✉♥❛✛❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②❀
✷✳ ❛ ".❛❞❡ ❧✐❜❡.❛❧✐③❛"✐♦♥ "❤.♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ fij ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
Jij
Jjj
❛♥❞ ❤❛) ❛♥
❛♠❜✐❣✉♦✉) ❡✛❡❝" ♦♥
JL
Jij
✱
JL
Jjj
❛♥❞ ♦♥ "❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②❀
✸✳ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ✇❡❧❢❛.❡ ✇❡✐❣❤" α ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ JL
Jij
❛♥❞
JL
Jjj
✱ ❧❡❛✈❡)
Jij
Jjj
✉♥❛✛❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②❀
✹✳ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ ✜.♠ ❤❡"❡.♦❣❡♥❡✐"② ✭❧♦✇❡. θ✮ ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ JL
Jij
✱
JL
Jjj
❛♥❞
Jij
Jjj
✱
❛♥❞ "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②❀
✺✳ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ fs ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
JL
Jij
❛♥❞
JL
Jjj
✱ ❧❡❛✈❡)
Jij
Jjj
✉♥❛✛❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞)
"♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②❀
✻✳ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥ fjj ❧❡❛❞) "♦ ❛♥ ✐♥❝.❡❛)❡ ✐♥
JL
Jjj
✱
Jij
Jjj
❛♥❞
JL
Jij
✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞) "♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥
"❤❡ ❡①♣♦." )✉❜)✐❞②✳
F.♦♦❢✳ ❋✐$)&✱ $❡❝❛❧❧ &❤❛& h(s) := JL
Jij
=
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✱m(s) := JL
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fs
fjj(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✱
n(s) :=
Jij
Jjj
= Ji
Jj
(
τij
τjj
)−θ
(
fij
fjj
)
−
θ
σ−1
❛♥❞ so =
Rjj
yj
+( 1α
1
σ−1
+1)ǫ˜RE,s
1+ǫ˜RE,s
✱ ✇❤❡$❡ ǫ˜RE ,s(
JL
Jij
, JL
Jjj
) =
(σ − 1)
[
1− RE
y
]
✱ Rij,E =
sσ−1
sσ−1−1
yj[
Jjj
JL
(
fjj
fs
)
+
(
fij
fs
)
Jij
JL
+ 1]−1 ❛♥❞ Rjj = yj[
Jij
Jjj
fij
fjj
+
JL
Jjj
fs
fjj
+ 1]−1.
✶✼✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✶✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ τij ✇❡ ❣❡$✿
ds
dτij
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
> 0
❛♥❞
d
(
JL
Jij
)
dτij
=
∂h(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂h(s; τij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
= 0,
d
(
JL
Jjj
)
dτij
=
∂m(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; τij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
< 0,
d
(
Jij
Jjj
)
dτij
=
∂n(s; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂n(s; τij)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; τij)
∂τij︸ ︷︷ ︸
=0
< 0.
✷✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ fij ✇❡ ❣❡$✿
ds
dfij
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=?
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
=?,
d
(
JL
Jij
)
dfij
=
∂h(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂h(s; fij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=?
=?,
d
(
JL
Jjj
)
dfij
=
∂m(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂m(s; fij)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=?
=?
❛♥❞
d
(
Jij
Jjj
)
dfij
=
∂n(s; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂n(s; fij)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fij)
∂fij︸ ︷︷ ︸
=?
< 0.
✹✳❆✳ #❘❖❖❋❙ ❆◆❉ ❊❳#▲■❈■❚ ❊❳#❘❊❙❙■❖◆❙ ✶✼✶
✸✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ α ✇❡ ❣❡$✿
ds
dα
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
< 0,
d
(
JL
Jij
)
dα
=
∂h(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂h(s;α)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
< 0,
d
(
JL
Jjj
)
dα
=
∂m(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂m(s;α)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
< 0,
❛♥❞
d
(
Jij
Jjj
)
dα
=
∂n(s;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂n(s;α)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
;α)
∂α︸ ︷︷ ︸
<0
= 0.
✹✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ θ ✇❡ ❣❡$✿
ds
dθ
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
> 0,
d
(
JL
Jij
)
dθ
=
∂h(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂h(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
< 0,
d
(
JL
Jjj
)
dθ
=
∂m(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
< 0,
❛♥❞
d
(
Jij
Jjj
)
dθ
=
∂n(s; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂n(s; θ)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; θ)
∂θ︸ ︷︷ ︸
=0
< 0.
✶✼✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
✺✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ fs ✇❡ ❣❡$✿
ds
dfs
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
=0
> 0,
d
(
JL
Jij
)
dfs
=
∂h(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂h(s; fs)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
< 0,
d
(
JL
Jjj
)
dfs
=
∂m(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
+
∂m(s; fs)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
< 0,
❛♥❞
d
(
Jij
Jjj
)
dfs
=
∂n(s; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂n(s; fs)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fs)
∂fs︸ ︷︷ ︸
<0
= 0.
◆♦$❡ $❤❛$
(
fij
fs
)
Jij
JL
❛♥❞
(
fjj
fs
)
Jjj
JL
❜♦$❤ ❛,❡ ✐♥❝,❡❛1✐♥❣ ✐♥ fs✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ Rjj ❛♥❞
ǫ˜RE,high ❜♦$❤ ✐♥❝,❡❛1❡✱ $❤❡ ✐♥❞✐,❡❝$ ❡✛❡❝$ ❞♦♠✐♥❛$❡1✱ 1✉❝❤ $❤❛$
ds
dfs
> 0.
✻✳ ❇② $♦$❛❧❧② ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♥❣ ✇✐$❤ ,❡1♣❡❝$ $♦ fs ✇❡ ❣❡$✿
ds
dfjj
=
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂ JL
Jij︸ ︷︷ ︸
<0
∂h(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂ JL
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂m(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂
Jij
Jjj︸ ︷︷ ︸
<0
∂n(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
< 0,
d
(
JL
Jij
)
dfjj
=
∂h(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂h(s; fjj)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
> 0,
d
(
JL
Jjj
)
dfjj
=
∂m(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂m(s; fjj)
∂s︸ ︷︷ ︸
>0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
> 0,
❛♥❞
d
(
Jij
Jjj
)
dfjj
=
∂n(s; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
+
∂n(s; fjj)
∂s︸ ︷︷ ︸
=0
∂z( JL
Jij
, JL
Jjj
,
Jij
Jjj
; fjj)
∂fjj︸ ︷︷ ︸
>0
> 0.
◆♦$❡ $❤❛$
Jjj
JL
(
fjj
fs
)
✐1 ❞❡❝,❡❛1✐♥❣ ✐♥ fjj ❛♥❞
Jij
Jjj
fij
fjj
✐1 ✐♥❝,❡❛1✐♥❣ ✐♥ fjj✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱
Rjj ❛♥❞ ǫ˜RE,high ❜♦$❤ ❞❡❝,❡❛1❡✱ $❤❡ ✐♥❞✐,❡❝$ ❡✛❡❝$ ❞♦♠✐♥❛$❡1✱ 1✉❝❤ $❤❛$
ds
dfjj
< 0.
✹✳❇✳ ❋❘❊❊ ❊◆❚❘❨ ✶✼✸
✹✳❇ ❋$❡❡ ❡♥'$②
■♥ "❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡.✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮ ❜② ❛88✉♠✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ♠❛88
♦❢ ❡♥".❛♥"8 ✐8 ❡①♦❣❡♥♦✉8✳ ❚♦ .❡❧❛① "❤✐8 ❛88✉♠♣"✐♦♥✱ ✐♥ "❤✐8 8❡❝"✐♦♥ ■ ❛❧❧♦✇ ❢♦. ❢.❡❡ ❡♥".②✱
8✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❡♥".❛♥"8 ✐8 ❡♥❞♦❣❡♥♦✉8❧② ❞❡"❡.♠✐♥❡❞ ❛8 ✐♥ ▼❡❧✐"③ ✭✷✵✵✸✮✳
✹✸
❖✉"
♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛88 ♦❢ ♣!♦#♣❡❝&✐✈❡ ❡♥".❛♥"8✱ ❛ ♠❛88 ♦❢ Ji,e ♦❢ ✜.♠8 ❞❡❝✐❞❡8 "♦ ❡♥"❡. ✐♥
❝♦✉♥".② i✳ ❚♦ ❡♥"❡. ❛♥❞ "♦ ♦❜"❛✐♥ ✐"8 ♣.♦❞✉❝"✐✈✐"② ❞.❛✇✱ ❛ ✜.♠ ❤❛8 "♦ ♣❛② 8✉♥❦ ❡♥".②
❝♦8"8 fe✳ ❈♦♥❞✐"✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡♥".②✱ ✜.♠8 "❤❛" ♠❛❦❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ ♣.♦✜"8 ✐♠♠❡❞✐❛"❡❧② ❡①✐" ❛♥❞
❞♦ ♥♦" ♣.♦❞✉❝❡✱ 8✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❛❝"✐✈❡ ✜.♠8 Jii ✐8 ❛ 8✉❜8❡" ♦❢ "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❡♥".❛♥"8
Ji,e✳ ❲✐"❤ ♣.♦❜❛❜✐❧✐"② δ ❛ ♣.♦❞✉❝✐♥❣ ✜.♠ ❤❛8 "♦ ❡①✐"✳ ■♥ ❛ 8"❡❛❞② 8"❛"❡✱ ✜.♠ ❡①✐" ❡G✉❛❧8
✜.♠ ❡♥".②✿ (1− V (ϕ∗ii))Ji,e = δJii✳ ❆8 ✐♥ "❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡.✱ "❤❡ ✇❛❣❡ .❛"❡ ✐8
✜①❡❞ "♦ ♦♥❡ ❛♥❞ "❤❡ "♦"❛❧ ♠❛88 ♦❢ ❧❛❜♦. ✐♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐8 ❛❧8♦ ♥♦.♠❛❧✐③❡❞ "♦ ✉♥✐"②✳
❇❡❢♦.❡ 8♦❧✈✐♥❣ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❛ ❝♦8"❧② ❡①♣♦." 8✉❜8✐❞② ❛♥❞ ❢.❡❡ ❡♥".②✱ ■ ❞❡.✐✈❡ "❤❡
❡G✉✐❧✐❜.✐✉♠ ✐♥ "❤❡ ❜❛8❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❢.❡❡ ❡♥".②✳ ■ 8❤♦✇ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ❜❛8❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤
8②♠♠❡".✐❝ ❝♦✉♥".✐❡8 ❢.❡❡ ❡♥".② ✐8 ✐..❡❧❡✈❛♥"✿ "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❛❝"✐✈❡ ✜.♠8 ✐8 "❤❡ 8❛♠❡ ❛8 ✐♥
❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉8 ♠❛88 ♦❢ ❡♥".❛♥"8 ✭❈❤❛♥❡②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✉♥❞❡. ❝♦✉♥".②
❛8②♠♠❡".✐❡8✱ "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❛❝"✐✈❡ ✜.♠8 ❛♥❞ "❤❡ ♠❛88 ♦❢ ❡♥".❛♥"8 ❞❡♣❡♥❞8 ♦♥ "❤❡ ✜①❡❞
❝♦8"8 ❛♥❞ ♦♥ ✐❝❡❜❡.❣ ".❛❞❡ ❝♦8"8✳ ■❢ ❛ ❝♦8"❧② ❡①♣♦." 8✉❜8✐❞② ✐8 ✉♥✐❧❛"❡.❛❧❧② ✐♥".♦❞✉❝❡❞✱
"❤❡ .❡8✉❧"✐♥❣ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥ .❡❧♦❝❛"✐♦♥ ❡✛❡❝" ❧❡❛❞8 "♦ ❡♥".② ♦❢ ✜.♠8 ✐♥ "❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥".② ❛♥❞
"♦ ❡①✐" ♦❢ ✜.♠8 ✐♥ "❤❡ ❢♦.❡✐❣♥ ❝♦✉♥".②✳ ❚❤✐8 ✐♥❝.❡❛8❡8 ❡①♣♦." ♣❛."✐❝✐♣❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣♦."8✳
◆♦"❡ "❤❛" ✉♥❞❡. ❢.❡❡ ❡♥".② ❛❣❣.❡❣❛"❡ ♣.♦✜"8 ❛.❡ ❝♦♠♣❡"❡❞ ❛✇❛②✱ 8✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ♣.♦✜"
8❤✐❢"✐♥❣ ❡✛❡❝" "✉.♥8 ✐♥"♦ ❛ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥ .❡❧♦❝❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"✳
✹✳❇✳✶ ❇❛%❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
❉❡✜♥❡ ❛✈❡.❛❣❡ ♣.♦❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢ ✜.♠8 ❛❜♦✈❡ ❝✉"♦✛ ϕ∗xy ❛8 ϕ˜xy =
[´
∞
ϕ∗xy
ϕσ−1
v(ϕ)
1−V (ϕ∗xy)
dϕ
] 1
σ−1
✳
❯♥❞❡. ❛ P❛.❡"♦ ❞✐8".✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ♣.♦❞✉❝"✐✈✐"②✱ V (ϕ) = 1−
(
b
ϕ
)θ
✱ ❛✈❡.❛❣❡ ♣.♦❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢
❡①♣♦."❡.8 ✐8 ϕ˜ij =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗ij ❛♥❞ ❛✈❡.❛❣❡ ♣.♦❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢ ❛❧❧ ✜.♠8 ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥✲
".② i ✐8 ϕ˜ii =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗ii. ❆✈❡.❛❣❡ .❡✈❡♥✉❡8 ♦❢ ✜.♠8 ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥".② i ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② r¯i = rii(ϕ˜ii) +
1−V (ϕ∗ij)
1−V (ϕ∗ii)
rij(ϕ˜ij). ❇② "❤❡ ③❡.♦ ♣.♦✜" ❝♦♥❞✐"✐♦♥✱ ❞♦♠❡8"✐❝ ♣.♦✜"8 ❛" "❤❡
❞♦♠❡8"✐❝ ♣.♦❞✉❝" ♠❛.❦❡" ❝✉"♦✛ ϕ∗ii ❛.❡ ③❡.♦✱ πii(ϕ
∗
ii) = 0⇐⇒ rii(ϕ
∗
ii) = σfii✱ ❛♥❞ ❡①♣♦."
♣.♦✜"8 ❛" "❤❡ ❡①♣♦." ❝✉"♦✛ ϕ∗ij ❛.❡ ❛❧8♦ ③❡.♦✱ πij(ϕ
∗
ij) = 0 ⇐⇒ rij(ϕ
∗
ij) = σfij. ❚❤❡.❡✲
❢♦.❡✱ ✇❡ ❣❡" rii(ϕ˜ii) = rii(ϕ
∗
ii)
(
ϕ˜ii
ϕ∗ii
)σ−1
❛♥❞ rij(ϕ˜ij) = rij(ϕ
∗
ij)
(
ϕ˜ij
ϕ∗ij
)σ−1
✳ ❚♦❣❡"❤❡. ✇✐"❤
(1−V (ϕ∗ij))
(1−V (ϕ∗ii))
=
(
ϕ∗ii
ϕ∗ij
)θ
❛✈❡.❛❣❡ .❡✈❡♥✉❡8 ♦❢ ✜.♠8 ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥".② i ❝❛♥ ❜❡ ✇.✐""❡♥ ❛8
r¯i =
θσ
θ + 1− σ
fii
(
1 +
(
ϕ∗ii
ϕ∗ij
)θ
fij
fii
)
.
❆✈❡.❛❣❡ ♣.♦✜"8 ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② π¯i = πii(ϕ˜ii)+
1−V (ϕ∗ij)
1−V (ϕ∗ii)
πij(ϕ˜ij). ❯♥❞❡. ❈❊❙ ✈❛.✐❛❜❧❡ ♣.♦✜"8
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❜❡ ✇#✐%%❡♥ ❛(
π¯i =
σ − 1
θ + 1− σ
fii
(
1 +
(
ϕ∗ii
ϕ∗ij
)θ
fij
fii
)
.
✹✳❇✳✶✳✶ ❙②♠♠❡()✐❝ ❝♦✉♥()✐❡/
◆♦%❡ %❤❛% ✉♥❞❡# ❝♦✉♥%#② (②♠♠❡%#② ϕ∗ii = ϕ
∗
jj ❛♥❞ ϕ
∗
ij = ϕ
∗
ji✱ (✉❝❤ %❤❛% ❜② %❤❡ ③❡#♦
♣#♦✜% ❝♦♥❞✐%✐♦♥( ϕ∗ij = ϕ
∗
ii
(
τij
τii
)(
fij
fii
) 1
σ−1
. ❚❤❡#❡❢♦#❡✱
r¯i =
θσ
θ + 1− σ
fii
(
1 +
(
τij
τii
)
−θ (
fii
fij
) θ−σ+1
σ−1
)
❛♥❞
π¯i =
σ − 1
θ + 1− σ
fii
(
1 +
(
τij
τii
)
−θ (
fii
fij
) θ−σ+1
σ−1
)
.
❚♦❣❡%❤❡# ✇✐%❤ %❤❡ ❢#❡❡ ❡♥%#② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ π¯i =
δfe
1−V (ϕ∗ii)
= δfe(
b
ϕ∗
ii
)θ ✱ ✇❡ ❝❛♥ (♦❧✈❡ ❢♦# %❤❡
❞♦♠❡(%✐❝ ♣#♦❞✉❝% ♠❛#❦❡% ❝✉%♦✛✿
ϕ∗ii =
[
bθ
σ − 1
θ + 1− σ
fii
δfe
(
1 +
(
τij
τii
)
−θ (
fii
fij
) θ−σ+1
σ−1
)] 1
θ
.
❇② (②♠♠❡%#② Jii =
yi
r¯i
✱ (✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❛❝%✐✈❡ ✜#♠( ✐(
Jii =
θ + 1− σ
θσ
yi
fii
(
1 +
(
τij
τii
)
−θ (
fii
fij
) θ−σ+1
σ−1
)−1
.
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Ji,e =
δJii
1− V (ϕ∗ii)
=
σ − 1
θσ
yi
fe
.
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∗
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∗
ij 6= ϕ
∗
ji✳ ❚❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❡♥%#❛♥%( ✐( ♥♦% ♥❡❝❡((❛#✐❧② ✐❞❡♥%✐❝❛❧ ❛❝#♦((
❝♦✉♥%#✐❡(✳ ■♥(%❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ Jii =
yi
r¯i
✱ %❤❡ ♠❛(( ♦❢ ❛❝%✐✈❡
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Jii ❛♥❞ Jjj✳
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(ϕ∗ii)
−θ =
δfe
bθfii
(
θ + 1− σ
σ − 1
)−
(
ϕ∗jj
)
−θ fij
fii
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)
−
θ
σ−1
✭✹✳✷✾✮
(
ϕ∗jj
)
−θ
=
δfe
bθfjj
(
θ + 1− σ
σ − 1
)− (ϕ∗ii)
−θ fji
fjj
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)
−
θ
σ−1
. ✭✹✳✸✵✮
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 ❧✉❣❣✐♥❣ ✭✹✳✷✾✮ ✐♥ ✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞ 0♦❧✈✐♥❣ ❢♦4 ϕ∗ii ❣✐✈❡0
ϕ∗ii =

( σ − 1θ + 1− σ )b
θfii
δfe
1−
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
(
1−
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
)


1
θ
.
❚❤❡4❡❢♦4❡✱
ϕ∗jj =

( σ − 1θ + 1− σ )b
θfjj
δfe
1−
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
(
1−
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
)


1
θ
.
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ϕ∗ii
ϕ∗jj
=

 fiifjj 1−
(
τii
τji
)θ(
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
1−
(
τjj
τij
)θ(
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1


1
θ
❛♥❞ ϕ∗ij = ϕ
∗
jj
τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
❛♥❞ ϕ∗ji = ϕ
∗
ii
τji
τii
(
fji
fii
) 1
σ−1
✳
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(1−V (ϕ∗ij))
(1−V (ϕ∗ii))
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θ
θ+1−σ
✱
rij(ϕ˜ij) = σfij
θ
θ+1−σ
✱ rjj(ϕ˜jj) = σfjj
θ
θ+1−σ
❛♥❞ rji(ϕ˜ji) = σfji
θ
θ+1−σ
✇❡ ❣❡:
Jii =
θ + 1− σ
θσ
yi
fii
− Jjj
(1− V (ϕ∗ji))
(1− V (ϕ∗jj))
fji
fii
Jjj =
θ + 1− σ
θσ
yj
fjj
− Jii
(1− V (ϕ∗ij))
(1− V (ϕ∗ii))
fij
fjj
.
❲✐:❤
(1−V (ϕ∗ij))
(1−V (ϕ∗ii))
=
(
ϕ∗ii
ϕ∗ij
)θ
✱ ϕ∗ij = ϕ
∗
jj
τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
❛♥❞ ϕ∗ji = ϕ
∗
ii
τji
τii
(
fji
fii
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡:✿
Jii =
θ + 1− σ
θσ
yi
fii
1−
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1 fii
fjj
yj
yi
(
ϕ∗jj
ϕ∗ii
)θ
(
1−
(
τii
τji
τjj
τij
)θ (
fji
fii
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
) ,
✇❤❡4❡
ϕ∗jj
ϕ∗ii
=

fjjfii 1−
(
τjj
τij
)θ(
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
1−
(
τii
τji
)θ(
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1


1
θ
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1−V (ϕ∗ii)
✳ ❚❤❡4❡❢♦4❡✱
Ji,e =
σ − 1
θσ
yi
fe
1−
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1 yj
yi
fii
fjj
(
ϕ∗jj
ϕ∗ii
)θ
1−
(
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
.
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:4❛❞❡ ❝♦0:0✳
✹✳❇✳✷ ▼♦❞❡❧ ✇✐+❤ ❝♦.+❧② ❡①♣♦2+ .✉❜.✐❞②
❈♦✉♥:4② i ✉♥✐❧❛:❡4❛❧❧② ✐♥:4♦❞✉❝❡0 ❛♥ ❡①♣♦4: 0✉❜0✐❞② s > 1 ♦♥ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❡①♣♦4: ❝♦0:0✳
❚♦ 4❡❝❡✐✈❡ :❤❡ ❡①♣♦4: 0✉❜0✐❞②✱ ✜4♠0 ❤❛✈❡ :♦ ♣❛② ✜①❡❞ ❝♦0:0 fs✳ ❚♦ ❦❡❡♣ :❤❡ ❛♥❛❧②0✐0
✶✼✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❜!✐❡❢✱ ■ ❢♦❝✉* ♦♥ ,❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦*,* ❝❛*❡ ♦♥❧②✳ ❚❤❡!❡ ❛!❡ ,❤!❡❡ ❝✉,♦✛ ❝♦♥❞✐,✐♦♥*✳ ❋✐!*,✱ ❢♦!
,❤❡ ❞♦♠❡*,✐❝ ♣!♦❞✉❝, ♠❛!❦❡, ❝✉,♦✛✿
πii(ϕ
∗
ii) = 0⇐⇒ rii(ϕ
∗
ii) = σf ;
*❡❝♦♥❞✱ ❢♦! ,❤❡ ❡①♣♦!, ❝✉,♦✛ ϕ∗ij✿
πij(ϕ
∗
ij) = 0⇐⇒ rij(ϕ
∗
ij) = σfij;
❛♥❞ ,❤✐!❞✱ ❢♦! ,❤❡ ❧♦❜❜② ❝✉,♦✛ ϕ∗L :
πij,s(ϕ
∗
L) = πij(ϕ
∗
L)⇐⇒
(
sσ−1 − 1
)
rij(ϕ
∗
L) = σfs.
❆✈❡!❛❣❡ ♣!♦❞✉❝,✐✈✐,② ❢♦! ❛❧❧ ❞♦♠❡*,✐❝ ✜!♠*✱ ❢♦! ❡①♣♦!,❡!* ❛♥❞ ❢♦! *✉❜*✐❞✐③❡❞ ✜!♠* ✐*✱
!❡*♣❡❝,✐✈❡❧②✿ ϕ˜ii =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗ii, ϕ˜ij =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗ij ❛♥❞ ϕ˜L =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗L.
❇② ,❤❡ ③❡!♦ ♣!♦✜, ❝♦♥❞✐,✐♦♥*
rij(ϕ
∗
L)
rij(ϕ∗ij)
=
(
ϕ∗L
ϕ∗ij
)σ−1
= fs
fij(sσ−1−1)
❛♥❞ ,❤❡!❡❢♦!❡✱ ϕ∗L =(
fs
fij(sσ−1−1)
) 1
σ−1
ϕ∗ij✱ *✉❝❤ ,❤❛, ϕ˜L =
(
fs
fij(sσ−1−1)
) 1
σ−1
ϕ˜ij. ❆✈❡!❛❣❡ ❡①♣♦!, !❡✈❡♥✉❡* ❛!❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② r¯ij = rij(ϕ˜ij)+
1−V (ϕ∗L)
1−V (ϕ∗ij)
(sσ−1−1)rij(ϕ˜L). ❲✐,❤ rii(ϕ
∗
ii) = σfii, rij(ϕ
∗
ij) = σfij✱
rij(ϕ
∗
L) =
σfs
(sσ−1−1)
✱ rij(ϕ˜L) = rij(ϕ
∗
L)(
ϕ˜L
ϕ∗L
)σ−1✱ rij(ϕ˜ij) = rij(ϕ
∗
ij)(
˜ϕLij
ϕ∗ij
)σ−1✱
1−V (ϕ∗L)
1−V (ϕ∗ij)
=(
b
ϕ∗
L
b
ϕ∗
ij
)θ
=
(
ϕ∗ij
ϕ∗L
)θ
✱ ϕ˜L =
(
θ
θ+1−σ
) 1
σ−1 ϕ∗L ❛♥❞
(
ϕ∗ij
ϕ∗L
)θ
=
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
✇❡ ❣❡,
r¯ij =
θσ
θ + 1− σ
fij
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
fij
)
.
❆✈❡!❛❣❡ !❡✈❡♥✉❡* ♦❢ ✜!♠* ❧♦❝❛,❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥,!② i ❛!❡ r¯i = rii(ϕ˜ii) +
1−V (ϕ∗ij)
1−V (ϕ∗ii)
r¯ij✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱
r¯i =
θσ
θ + 1− σ
fii
[
1 +
fij
fii
+
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
fii
]
.
❆✈❡!❛❣❡ ❡①♣♦!, ♣!♦✜,* ❛!❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② π¯ij =
r¯i
σ
− fij −
1−V (ϕ∗L)
1−V (ϕ∗ij)
fs✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱
π¯ij =
σ − 1
θ + 1− σ
fij
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
)
−
θ
σ−1 fs
fij
)
.
❆✈❡!❛❣❡ ♣!♦✜,* ✐♥ ❝♦✉♥,!② i ❛!❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② π¯i = πii(ϕ˜ii) +
1−V (ϕ∗ij)
1−V (ϕ∗ii)
π¯ij✳ ❯*✐♥❣ ϕ
∗
ij =
ϕ∗jj
τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
✇❡ ❣❡,
π¯i = fii(
σ − 1
θ + 1− σ
)
[
1 +
(
ϕ∗ii
ϕ∗jj
)θ (
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ
σ−1 fij
fii
[
1 +
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
) −θ
σ−1 fs
fij
]]
.
D❧✉❣❣✐♥❣ ,❤✐* ❡①♣!❡**✐♦♥ ✐♥,♦ ,❤❡ ❢!❡❡ ❡♥,!② ❝♦♥❞✐,✐♦♥✱ π¯i =
δfe
1−V (ϕ∗ii)
= δfe(
b
ϕ∗
ii
)θ ✱ ❣✐✈❡*
(ϕ∗ii)
−θ =
δfe
bθfii
θ + 1− σ
σ − 1
−
(
ϕ∗jj
)
−θ
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ
σ−1 fij
fii
[
1 +
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
) −θ
σ−1 fs
fij
]
.
■❢ ,❤❡ *✉❜*✐❞② ✐* ✉♥✐❧❛,❡!❛❧❧② ✐♥,!♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ,❤❡!❡ ✐* ♥♦ ❡①♣♦!, *✉❜*✐❞② ✐♥ ❝♦✉♥,!② j✱ ,❤❡
❢!❡❡ ❡♥,!② ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♥,!② j ✐*
π¯j =
σ − 1
θ + 1− σ
fjj
[
1 +
(
ϕ∗jj
ϕ∗ji
)θ
fji
fjj
]
=
δfe(
b
ϕ∗ii
)θ .
✹✳❇✳ ❋❘❊❊ ❊◆❚❘❨ ✶✼✼
❚❤❡ ❢$❡❡ ❡♥&$② ❝♦♥❞✐&✐♦♥, ♦❢ ❜♦&❤ ❝♦✉♥&$✐❡, ②✐❡❧❞ ❛ ,②,&❡♠ ♦❢ &✇♦ ❡3✉❛&✐♦♥, ✇✐&❤ &✇♦
✉♥❦♥♦✇♥, ϕ∗ii ❛♥❞ ϕ
∗
jj✿
(ϕ∗ii)
−θ =
δfe
bθfii
θ + 1− σ
σ − 1
−
(
ϕ∗jj
)
−θ
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ
σ−1 fij
fii
[
1 +
(
fs
fij(sσ−1 − 1)
) −θ
σ−1 fs
fij
]
✭✹✳✸✶✮(
ϕ∗jj
)
−θ
=
δfe
bθfjj
(
θ + 1− σ
σ − 1
)− (ϕ∗ii)
−θ fji
fjj
(
τii
τji
)θ (
fji
fii
)
−
θ
σ−1
. ✭✹✳✸✷✮
❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦$ ϕ∗ii ❣✐✈❡,
ϕ∗ii =

bθfiiδfe σ − 1θ + 1− σ
1−
(
τii
τji
τjj
τij
)θ (
fji
fii
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)
1−
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ−σ+1
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)


1
θ
.
ϕ∗ii =

bθfiiδfe σ − 1θ + 1− σ
1−
[(
τii
τji
)θ (
fii
fji
) θ−σ+1
σ−1
](
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ−σ+1
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)
1−
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ−σ+1
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)


1
θ
.
❚❤❡$❡❢♦$❡✱
ϕ∗jj =

bθfjjδfe σ − 1θ + 1− σ
1−
(
τii
τji
τjj
τij
)θ (
fji
fii
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)
1−
(
τii
τji
)θ (
fii
fji
) θ−σ+1
σ−1


1
θ
❛♥❞ (
ϕ∗ii
ϕ∗jj
)θ
=

 fiifjj
1−
(
τii
τji
)θ (
fii
fji
) θ−σ+1
σ−1
1−
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ−σ+1
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)

 .
❚❤❡ $❛&✐♦ ♦❢ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦$❡✐❣♥ ♣$♦❞✉❝& ♠❛$❦❡& ❝✉&♦✛,✱ ✐, ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ ✐♥ s.
❚❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❛❝&✐✈❡ ✜$♠, ✐, ❞❡&❡$♠✐♥❡❞ ❜② &❤❡ ♣$♦❞✉❝& ♠❛$❦❡& ❝❧❡❛$✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥,
✐♥ &❤❡ &✇♦ ❝♦✉♥&$✐❡,✿
Jiirii(ϕ˜ii) + Jjirji(ϕ˜ji) = yi
Jjjrjj(ϕ˜jj) + Jij r¯ij = yj.
❲✐&❤ rij(ϕ˜L) = rij(ϕ
∗
L)(
ϕ˜L
ϕ∗L
)σ−1 = σfs
(sσ−1−1)
θ
θ+1−σ
✱ rij(ϕ˜ij) = σfij
θ
θ+1−σ
✱ rji(ϕ˜ji) = σfji
θ
θ+1−σ
,
rii(ϕ˜ii) = σfii
θ
θ+1−σ
, rjj(ϕ˜jj) = σfjj
θ
θ+1−σ
❛♥❞ r¯ij =
θσ
θ+1−σ
fij
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1 fs
fij
)
✱
Jji = Jjj
(1−V (ϕ∗ji))
(1−V (ϕ∗jj))
❛♥❞ Jij = Jii
(1−V (ϕ∗ij))
(1−V (ϕ∗ii))
JL = Jii
(1−V (ϕ∗L))
(1−V (ϕ∗ii))
✇❡ ❣❡& ❛ ,②,&❡♠ ✇✐&❤ &✇♦
❡3✉❛&✐♦♥, ❛♥❞ &✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥, Jii ❛♥❞ Jjj
Jii =
θ + 1− σ
θσ
yi
fii
− Jjj
fji
fii
(
ϕ∗jj
ϕ∗ji
)θ
Jjj =
θ + 1− σ
θσ
yj
fjj
− Ji
fij
fjj
((
ϕ∗ii
ϕ∗ij
)θ
+
(
ϕ∗ii
ϕ∗L
)θ
fs
fij
)
.
✶✼✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦( Jii ❞❡❧✐✈❡(+
Jii =
θ + 1− σ
θσ
yi
fii

 1−
yj
yi
fii
fjj
(
ϕ∗jj
ϕ∗ii
)θ (
τji
τii
)
−θ (
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
1−
(
fij
fjj
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
(
τji
τii
τij
τjj
)
−θ
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)

 .
❆+
(
ϕ∗ii
ϕ∗jj
)θ
✐+ ❛❧+♦ ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ s✱ Jii ✐+ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉+❧② ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ s✳ ❚❤✉+✱ ❛♥ ✐♥❝(❡❛+❡
✐♥ 7❤❡ ❡①♣♦(7 +✉❜+✐❞②✱ ❧❡❛❞+ 7♦ ♠♦(❡ ❛❝7✐✈❡ ✜(♠+ ✇✐7❤ ❤✐❣❤❡( ❛✈❡(❛❣❡ ♣(♦❞✉❝7✐✈✐7②✳
❚❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❡♥7❡(✐♥❣ ✜(♠+ ✐+ ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② 7❤❡ +7❡❛❞② +7❛7❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥✱ Ji,e =
δJii
1−V (ϕ∗ii)
✿
Ji,e =
yi
fe
σ − 1
θσ
1−
(
τii
τji
)θ (
fii
fji
) θ−σ+1
σ−1 yj
yi
fii
fjj
(
ϕ∗jj
ϕ∗ii
)θ
[
1−
(
τjj
τij
)θ (
fjj
fij
) θ−σ+1
σ−1
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)] ,
✇❤❡(❡
(
ϕ∗jj
ϕ∗ii
)θ
✐+ ❞❡❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ s✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ 7❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❡♥7(❛♥7+ ✐+ ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥7(②
i✳ ❲✐7❤ ϕ∗ij = ϕ
∗
jj
τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
7❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❡①♣♦(7❡(+ ✐+
Jij = Jii
(1− V (ϕij))
(1− V (ϕii))
= Jii
(
ϕii
ϕ∗jj
)θ (
τjj
τij
)θ (
fij
fjj
) −θ
σ−1
.
❇❡❝❛✉+❡ ❜♦7❤ Jii ❛♥❞
(1−V (ϕij))
(1−V (ϕii))
❛(❡ ❜♦7❤ ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ s✱ Jij ✐+ ❛❧+♦ ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ✐♥ s✳
❇② ϕ∗ij = ϕ
∗
jj
τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
❛♥❞ ϕ∗ji = ϕ
∗
ii
τji
τii
(
fji
fii
) 1
σ−1
❛♥❞ ϕ∗L =
(
fs
fij(sσ−1−1)
) 1
σ−1
ϕ∗ij =(
fs
fij(sσ−1−1)
) 1
σ−1 τij
τjj
(
fij
fjj
) 1
σ−1
ϕ∗jj 7❤❡ ♠❛++ ♦❢ ❛❝7✐✈❡ ❢♦(❡✐❣♥ ✜(♠+ ✐+
Jjj =
θ + 1− σ
θσ
yj
fjj


1− yi
yj
(
τij
τjj
)
−θ (
ϕ∗ii
ϕ∗jj
)θ (
fij
fjj
)σ−1−θ
σ−1
(
1 +
fjj
fii
fs
fij
(
fs
fij(sσ−1−1)
)
−
θ
σ−1
)
1−
(
fij
fjj
fji
fii
)σ−1−θ
σ−1
(
τji
τii
τij
τjj
)
−θ
(
1 +
(
fs
fij(sσ−1−1)
) −θ
σ−1 fs
fij
)

 .
■7 ✐+ +7(❛✐❣❤7❢♦(✇❛(❞ 7♦ +❤♦✇ 7❤❛7 7❤❡ ♠❛++ ♦✛ ❢♦(❡✐❣♥ ❛❝7✐✈❡ ✜(♠+ ✐+ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ✐♥ s✳
❚♦❣❡7❤❡( ✇✐7❤ 7❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ 7❤❡ ♣(♦❞✉❝7 ♠❛(❦❡7 ❝✉7♦✛ ✐♥ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ❝♦✉♥7(② ✭❤✐❣❤❡(
♣(♦❜❛❜✐❧✐7② 7♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝7✐✈❡ ♣(♦❞✉❝❡(✮✱ ✐7 ♠✉+7 ❜❡ 7❤❛7 7❤❡(❡ ❛(❡ ❧❡++ ❡♥7❡(✐♥❣ ✜(♠+ ✐♥
❢♦(❡✐❣♥✿ Jj,e =
δJjj
1−V (ϕ∗jj)
✳
❲✐7❤ ❢(❡❡ ❡♥7(②✱ 7❤❡ ❝(♦++✲❝♦✉♥7(② ♣(♦✜7 +❤✐❢7✐♥❣ ❡✛❡❝7 7✉(♥+ ✐♥7♦ ❛ ♣(♦❞✉❝7✐♦♥ (❡✲
❧♦❝❛7✐♦♥ ❡✛❡❝7✳
✹✹
❉✉❡ 7♦ ❝❤❡❛♣❡( ✐♠♣♦(7❡❞ ✈❛(✐❡7✐❡+✱ ❛♥ ❡①♣♦(7 +✉❜+✐❞② ❧❡❛❞+ ✐♥✐"✐❛❧❧②
7♦ ❛ ❧♦✇❡( ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ❝♦✉♥7(② ✭✐♠♣♦(7 ♣(✐❝❡ ❡✛❡❝7✮✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ❜❡❝❛✉+❡
❤♦♠❡ ❡①♣♦(7❡(+ +7❛(7 7♦ ♠❛❦❡ ♣♦+✐7✐✈❡ ♣(♦✜7+✱ 7❤❡(❡ ✐+ ❡♥7(② ✐♥ 7❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥7(②✱ ❛♥❞
❜❡❝❛✉+❡ ✜(♠+ ❧♦❝❛7❡❞ ✐♥ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ❝♦✉♥7(② +7❛(7 7♦ ♠❛❦❡ ❧♦++❡+✱ 7❤❡(❡ ✐+ ❡①✐7 ✐♥ 7❤❡
❢♦(❡✐❣♥ ❝♦✉♥7(②✳ ❚❤✐+ ♣(♦❞✉❝7✐♦♥ (❡❧♦❝❛7✐♦♥ ❡✛❡❝7 ❧❡❛❞+ 7♦ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ 7❤❡ ❤♦♠❡ ♣(✐❝❡
✐♥❞❡① ❛♥❞ 7♦ ❛ ♥❡7 ✐♥❝(❡❛+❡ ✐♥ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❲❤✐❧❡ 7❤❡ ❤♦♠❡ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐+
♦♥❧② ❛✛❡❝7❡❞ ❜② 7❤❡ ♣(♦❞✉❝7✐♦♥ (❡❧♦❝❛7✐♦♥ ❡✛❡❝7✱ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐+ ❛❧+♦ ❛✛❡❝7❡❞
❜② 7❤❡ ✭❞♦♠✐♥❛7❡❞✮ ✐♠♣♦(7 ♣(✐❝❡ ❡✛❡❝7✳ ■❢ 7❤❡ ❢♦(❡✐❣♥ ♣(✐❝❡ ✐♥❞❡① ✇♦✉❧❞ ❥✉+7 (✐+❡ 7♦ ✐7+
❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦(❡ 7❤❡ ❡①♣♦(7 +✉❜+✐❞② ✇❛+ ✐♥7(♦❞✉❝❡❞✱ ❞♦♠❡+7✐❝ ❡①♣♦(7❡(+ ✇♦✉❧❞ +❡❧❧ ♠♦(❡ 7❤❛♥
✹✹
❋♦" "❡❝❡♥& ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥* ♦♥ ♣"♦✜& *❤✐❢&✐♥❣ ❡✛❡❝&* ❛♥❞ ❞❡❧♦❝❛&✐♦♥ ❡✛❡❝&* ✐♥ ❛ &"❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ &"❛❞❡ ❛❣"❡❡♠❡♥&
❝♦♥&❡①& *❡❡ ❖**❛ ✭✷✵✶✶❜✮✱ ❖**❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ▼"❛③♦✈❛ ✭✷✵✶✶✮✱ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙&❛✐❣❡" ✭✷✵✵✾✮ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙&❛✐❣❡"
✭✷✵✶✷✮✳
✹✳❈✳ ▼❆❚▲❆❇ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✼✾
1 1.5 2 2.5 3 3.5 41
1.5
2
2.5
Equilibrium export subsidy
fij
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
lower bound
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
Exports: Rij
fij
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40
1
2
3
4
5
6
7 x 10
−3 Number of exporting firms: Jij
fij
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40
0.5
1
1.5
2
2.5
Exporters rel. to foreign firms: Jij / Jjj
fij
 n
um
be
r o
f f
irm
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✻✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ fij ✐♥ &❤❡ ❧♦✇ ❝♦.&. ❝❛.❡
❜❡❢♦$❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♣♦+✐-✐✈❡ ♣$♦✜-+✳
✹✺
✹✳❈ ▼❆❚▲❆❇ (✐♠✉❧❛.✐♦♥ 1❡(✉❧.(
✹✳❈✳✶ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧ ✜❣✉/❡1✿ ❧♦✇ ❛❞♠✐♥✐1'/❛'✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦1'1
✹✺
❙❡❡ ❖##❛ ✭✷✵✶✶❛✮ ❢♦, ❛ #✐♠✐❧❛, ❛,❣✉♠❡♥3 ✐♥ 3❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐❧❛3❡,❛❧ ✐♥❝,❡❛#❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦,3 3❛,✐✛ ✐♥ ❛ ✭❤♦♠♦❣❡♥♦✉#
✜,♠✮ ❑,✉❣♠❛♥ ♠♦❞❡❧✳
✶✽✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
0 0.5 1 1.5 21
1.5
2
2.5
Equilibrium export subsidy
fs
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
lower bound
0 0.5 1 1.5 20
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
Exports: Rij
fs
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
0 0.5 1 1.5 22
4
6
8
10
12
14 x 10
−4 Number of exporting firms: Jij
fs
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
0 0.5 1 1.5 20
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
Exporters rel. to foreign firms: Jij / Jjj
fs
 n
um
be
r o
f f
irm
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ fs ✐♥ &❤❡ ❧♦✇ ❝♦.&. ❝❛.❡
3 4 5 6 7 8 9 101
1.5
2
2.5
Equilibrium export subsidy
θ
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
lower bound
3 4 5 6 7 8 9 100
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
Exports: Rij
θ
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
3 4 5 6 7 8 9 100
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
Number of exporting firms: Jij
θ
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
3 4 5 6 7 8 9 100
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
Exporters rel. to foreign firms: Jij / Jjj
θ
 n
um
be
r o
f f
irm
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ θ ✐♥ &❤❡ ❧♦✇ ❝♦.&. ❝❛.❡
✹✳❈✳ ▼❆❚▲❆❇ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✽✶
1 1.5 2 2.5 3 3.5 41
1.05
1.1
1.15
1.2
1.25
1.3
Equilibrium export subsidy
fij
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
upper bound
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
Exports: Rij
fij
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2 x 10
−3 Number of exporting firms: Jij
fij
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 1.5 2 2.5 3 3.5 40
0.5
1
1.5 x 10
−3 Lobby size: JL
fij
 n
um
be
r o
f l
ob
by
in
g 
fir
m
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ fij ✐♥ &❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦.&. ❝❛.❡
✹✳❈✳✷ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧ ✜❣✉/❡1✿ ❤✐❣❤ ❛❞♠✐♥✐1'/❛'✐✈❡ ✜①❡❞ ❝♦1'1
✶✽✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❊❳#❖❘❚ ❙❯❇❙■❉■❊❙ ❆◆❉ ▲❖❇❇❨■◆●
1 2 3 4 51
1.2
1.4
1.6
1.8
2
Equilibrium export subsidy
fs
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
upper bound
1 2 3 4 50.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
0.55
0.6
0.65
Exports: Rij
fs
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 2 3 4 51
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2 x 10
−3 Number of exporting firms: Jij
fs
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
1 2 3 4 50
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8 x 10
−3 Lobby size: JL
fs
 n
um
be
r o
f l
ob
by
in
g 
fir
m
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ fs ✐♥ &❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦.&. ❝❛.❡
4 5 6 7 8 9 101
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
Equilibrium export subsidy
θ
su
bs
id
y 
ra
te
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
upper bound
3 4 5 6 7 8 9 100
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
Exports: Rij
θ
 e
xp
or
ts
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
3 4 5 6 7 8 9 100
0.002
0.004
0.006
0.008
0.01
0.012
Number of exporting firms: Jij
θ
 n
um
be
r o
f e
xp
or
te
rs
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
3 4 5 6 7 8 9 100
0.002
0.004
0.006
0.008
0.01
Lobby size: JL
θ
 n
um
be
r o
f l
ob
by
in
g 
fir
m
s
α = 0.1
α = 0.5
α = 1
α = 2
α = 10
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶✿ ❙✐♠✉❧❛&❡❞ ❝♦♠♣❛,❛&✐✈❡ .&❛&✐❝.✿ ✐♥❝,❡❛.✐♥❣ θ ✐♥ &❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦.&. ❝❛.❡
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②
❆❜❡❧✲❑♦❝❤✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❊♥❞♦❣❡♥♦✉. ❚0❛❞❡ 2♦❧✐❝② ✇✐8❤ ❍❡8❡0♦❣❡♥❡♦✉. ❋✐0♠.✱✑ ❉✐.❝✉.✲
.✐♦♥ ♣❛♣❡0 ♥♦✳ ✾✸✱ ❈❡♥8❡0 ❢♦0 ❉♦❝8♦0❛❧ ❙8✉❞✐❡. ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ❯♥✐✈❡0.✐8② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✳
❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❘♦❜✐♥5♦♥ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏■♥❡✣❝✐❡♥8 ❘❡❞✐.80✐❜✉8✐♦♥✱✑ ❆♠❡#✐❝❛♥
(♦❧✐+✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✺✱ ✻✹✾✕✻✻✶✳
❆❝❦❡7❜❡7❣✱ ❉✳✱ ❑✳ ❈❛✈❡5✱ ❛♥❞ ●✳ ❋7❛③❡7 ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❙80✉❝8✉0❛❧ ■❞❡♥8✐✜❝❛8✐♦♥ ♦❢
20♦❞✉❝8✐♦♥ ❋✉♥❝8✐♦♥.✱✑ ▼2❘❆ 2❛♣❡0 ✸✽✸✹✾✱ ❯♥✐✈❡0.✐8② ▲✐❜0❛0② ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡0♠❛♥②✳
❆❞❡❧✐♥♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙✳ ❉✐♥❝ ✭❢♦08❤❝♦♠✐♥❣✮✿ ✏❈♦0♣♦0❛8❡ ❉✐.80❡.. ❛♥❞ ▲♦❜❜②✐♥❣✿ ❊✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❢0♦♠ 8❤❡ ❙8✐♠✉❧✉. ❆❝8✱✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✳
❆❧❡①❛♥❞❡7✱ ❘✳ ▼✳✱ ❙✳ ❲✳ ▼❛③③❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙❝❤♦❧③ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏▼❡❛.✉0✐♥❣ ❘❛8❡. ♦❢ ❘❡✲
8✉0♥ ❢♦0 ▲♦❜❜②✐♥❣ ❊①♣❡♥❞✐8✉0❡.✿ ❆♥ ❊♠♣✐0✐❝❛❧ ❈❛.❡ ❙8✉❞② ♦❢ ❚❛① ❇0❡❛❦. ❢♦0 ▼✉❧8✐✲
♥❛8✐♦♥❛❧ ❈♦0♣♦0❛8✐♦♥.✱✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇ ❛♥❞ (♦❧✐+✐❝5✱ ✷✺✱ ✹✵✶✳
❆♥5♦❧❛❜❡❤❡7❡✱ ❙✳✱ ❏✳ ▼✳ ❞✳ ❋✐❣✉❡✐7❡❞♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❙✳ ❏7✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❲❤② ■. ❚❤❡0❡
.♦ ▲✐88❧❡ ▼♦♥❡② ✐♥ ❯✳❙✳ 2♦❧✐8✐❝.❄✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ (❡#5♣❡❝+✐✈❡5✱ ✶✼✱ ✶✵✺✕✶✸✵✳
❆♥5♦❧❛❜❡❤❡7❡✱ ❙✳✱ ▼✳ ❚7✐♣❛C❤✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❙✳ ❏7 ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❆0❡ 2❆❈ ❈♦♥80✐❜✉8✐♦♥.
❛♥❞ ▲♦❜❜②✐♥❣ ▲✐♥❦❡❞❄ ◆❡✇ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢0♦♠ 8❤❡ ✶✾✾✺ ▲♦❜❜② ❉✐.❝❧♦.✉0❡ ❆❝8✱✑ ❇✉5✐♥❡55
❛♥❞ (♦❧✐+✐❝5✱ ✹✱ ✶✸✶✕✶✺✺✳
❆7❦♦❧❛❦✐5✱ ❈✳✱ ❙✳ ❉❡♠✐❞♦✈❛✱ D✳ ❏✳ ❑❧❡♥♦✇✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘♦❞7✐❣✉❡③✲❈❧❛7❡ ✭✷✵✵✽✮✿
✏❊♥❞♦❣❡♥♦✉. ❱❛0✐❡8② ❛♥❞ 8❤❡ ●❛✐♥. ❢0♦♠ ❚0❛❞❡✱✑ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽✱
✹✹✹✕✹✺✵✳
❆7♥♦❧❞✱ ❏✳ ▼✳ ❛♥❞ ❑✳ ❍✉55✐♥❣❡7 ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❊①♣♦08. ✈❡0.✉. ❋❉■ ✐♥ ●❡0♠❛♥ ▼❛♥✉✲
❢❛❝8✉0✐♥❣✿ ❋✐0♠ 2❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❛♥❞ 2❛08✐❝✐♣❛8✐♦♥ ✐♥ ■♥8❡0♥❛8✐♦♥❛❧ ▼❛0❦❡8.✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
■♥+❡#♥❛+✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱ ✶✽✱ ✺✾✺✕✻✵✻✳
❆5❝❤❤♦❢❢✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❲❤♦ ●❡8. 8❤❡ ▼♦♥❡②❄ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝. ♦❢ ❘✫❉ 20♦❥❡❝8 ❙✉❜✲
.✐❞✐❡. ✐♥ ●❡0♠❛♥②✱✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝5 ❛♥❞ ❙+❛+✐5+✐❝5 ✭❏❛❤#❜✉❡❝❤❡# ❢✉❡# ◆❛+✐♦♥✲
❛❧♦❡❦♦♥♦♠✐❡ ✉♥❞ ❙+❛+✐5+✐❦✮✱ ✷✸✵✱ ✺✷✷✕✺✹✻✳
❆①C❡❧❧✱ ❘✳ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❩✐♣❢ ❉✐.80✐❜✉8✐♦♥ ♦❢ ❯✳❙✳ ❋✐0♠ ❙✐③❡.✱✑ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✸✱ ✶✽✶✽✕✶✽✷✵✳
❇❛❣✇❡❧❧✱ ❑✳ ❛♥❞ ❘✳ ❲✳ ❙C❛✐❣❡7 ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❉❡❧♦❝❛8✐♦♥ ❛♥❞ ❚0❛❞❡ ❆❣0❡❡♠❡♥8. ✐♥
■♠♣❡0❢❡❝8❧② ❈♦♠♣❡8✐8✐✈❡ ▼❛0❦❡8.✱✑ ◆❛+✐♦♥❛❧ ❇✉#❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡5❡❛#❝❤ ❲♦#❦✐♥❣
(❛♣❡# ❙❡#✐❡5✱ ◆♦✳ ✶✺✹✹✹✳
✶✽✸
✶✽✹ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②
✖✖✖ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏()♦✜, ❙❤✐❢,✉♥❣ ❛♥❞ ❚)❛❞❡ ❆❣)❡❡♠❡♥,: ✐♥ ■♠♣❡)❢❡❝,❧② ❈♦♠♣❡,✐,✐✈❡ ▼❛)✲
❦❡,:✱✑ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✸✱ ✶✵✻✼✕✶✶✵✹✳
❇❡"♥❛"❞✱ ❆✳ ❇✳✱ ❏✳ ❊❛+♦♥✱ ❏✳ ❇✳ ❏❡♥-❡♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦"+✉♠ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏(❧❛♥,: ❛♥❞
()♦❞✉❝,✐✈✐,② ✐♥ ■♥,❡)♥❛,✐♦♥❛❧ ❚)❛❞❡✱✑ ❆♠❡$✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✸✱ ✶✷✻✽✕✶✷✾✵✳
❇❡"♥❛"❞✱ ❆✳ ❇✳ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❏❡♥-❡♥ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏❊①❝❡♣,✐♦♥❛❧ ❡①♣♦),❡) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✿ ❝❛✉:❡✱
❡✛❡❝,✱ ♦) ❜♦,❤❄✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✹✼✱ ✶✕✷✺✳
✖✖✖ ✭✷✵✵✹❛✮✿ ✏❊①♣♦),✐♥❣ ❛♥❞ ()♦❞✉❝,✐✈✐,② ✐♥ ,❤❡ ❯❙❆✱✑ ❖①❢♦$❞ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
7♦❧✐❝②✱ ✷✵✱ ✸✹✸✕✸✺✼✳
✖✖✖ ✭✷✵✵✹❜✮✿ ✏❲❤② ❙♦♠❡ ❋✐)♠: ❊①♣♦),✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝3 ❛♥❞ ❙"❛"✐3"✐❝3✱ ✽✻✱
✺✻✶✕✺✻✾✳
❇❡"♥❛"❞✱ ❆✳ ❇✳✱ ❏✳ ❇✳ ❏❡♥-❡♥✱ ❙✳ ❏✳ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ 5✳ ❑✳ ❙❝❤♦++ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❚❤❡
❊♠♣✐)✐❝: ♦❢ ❋✐)♠ ❍❡,❡)♦❣❡♥❡✐,② ❛♥❞ ■♥,❡)♥❛,✐♦♥❛❧ ❚)❛❞❡✱✑ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝3✱ ✹✱ ✷✽✸✕✸✶✸✳
❇❡"♥❤❡✐♠✱ ❇✳ ❉✳ ❛♥❞ ▼✳ ❉✳ ❲❤✐♥-+♦♥ ✭✶✾✽✻✮✿ ✏▼❡♥✉ ❆✉❝,✐♦♥:✱ ❘❡:♦✉)❝❡ ❆❧❧♦❝❛✲
,✐♦♥✱ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥✢✉❡♥❝❡✱✑ ◗✉❛$"❡$❧② ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✶✵✶✱ ✶✕✸✶✳
❇❧❛♥❡-✱ ❏✳ ❱✳ ❛♥❞ ■✳ ❇✉-♦♠ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❲❤♦ ♣❛),✐❝✐♣❛,❡: ✐♥ ❘✫❉ :✉❜:✐❞② ♣)♦❣)❛♠:❄✿
❚❤❡ ❝❛:❡ ♦❢ ❙♣❛♥✐:❤ ♠❛♥✉❢❛❝,✉)✐♥❣ ✜)♠:✱✑ ❘❡3❡❛$❝❤ 7♦❧✐❝②✱ ✸✸✱ ✶✹✺✾✕✶✹✼✻✳
❇❧❛-♥✐❦✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❘❊❈▲■◆❑✿ ❙,❛,❛ ♠♦❞✉❧❡ ,♦ ♣)♦❜❛❜✐❧✐:,✐❝❛❧❧② ♠❛,❝❤ )❡❝♦)❞:✱✑ ✳
❇♦♠❜❛"❞✐♥✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❋✐)♠ ❍❡,❡)♦❣❡♥❡✐,② ❛♥❞ ▲♦❜❜② (❛),✐❝✐♣❛,✐♦♥✱✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢
■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✼✺✱ ✸✷✾✕✸✹✽✳
❇♦♠❜❛"❞✐♥✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋✳ ❚"❡❜❜✐ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❈♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ❛♥❞ (♦❧✐,✐❝❛❧ ❖)❣❛♥✐③❛,✐♦♥✿
❚♦❣❡,❤❡) ♦) ❆❧♦♥❡ ✐♥ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❢♦) ❚)❛❞❡ (♦❧✐❝②❄✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱
✽✼✱ ✶✽✕✷✻✳
❇"❡✐♥❧✐❝❤✱ ❍✳ ❛♥❞ ❆✳ ❈✉D❛+ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❚)❛❞❡ ▲✐❜❡)❛❧✐③❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❍❡,❡)♦❣❡♥❡♦✉: ❋✐)♠
▼♦❞❡❧:✿ ❆♥ ❊✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❯:✐♥❣ ,❤❡ ❈❛♥❛❞❛ ✲ ❯❙ ❋)❡❡ ❚)❛❞❡ ❆❣)❡❡♠❡♥,✱✑ ❈❊(❘ ❉✐:✲
❝✉::✐♦♥ (❛♣❡): ✼✻✻✽✱ ❈✳❊✳(✳❘✳ ❉✐:❝✉::✐♦♥ (❛♣❡):✳
❇✉-+♦-✱ 5✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚)❛❞❡ ▲✐❜❡)❛❧✐③❛,✐♦♥✱ ❊①♣♦),:✱ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❯♣❣)❛❞✐♥❣✿ ❊✈✲
✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ,❤❡ ■♠♣❛❝, ♦❢ ▼❊❘❈❖❙❯❘ ♦♥ ❆)❣❡♥,✐♥✐❛♥ ❋✐)♠:✱✑ ❆♠❡$✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✶✱ ✸✵✹✕✸✹✵✳
❈❤❛♥❡②✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❉✐:,♦),❡❞ ●)❛✈✐,②✿ ❚❤❡ ■♥,❡♥:✐✈❡ ❛♥❞ ❊①,❡♥:✐✈❡ ▼❛)❣✐♥: ♦❢ ■♥✲
,❡)♥❛,✐♦♥❛❧ ❚)❛❞❡✱✑ ❆♠❡$✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽✱ ✶✼✵✼✕✶✼✷✶✳
❈❤❛♥❣✱ 5✳✲▲✳ ❛♥❞ ●✳ ❲✐❧❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏()♦,❡❝,✐♦♥ ❢♦) ❙❛❧❡ ✇✐,❤ ❍❡,❡)♦❣❡♥♦✉:
■♥,❡)❡:,: ✇✐,❤✐♥ ■♥❞✉:,)✐❡:✱✑ ❲♦$❦✐♥❣ 7❛♣❡$✳
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✽✺
❈❤❡♥✱ ❍✳✱ ❉✳ (❛*+❧❡②✱ ❛♥❞ ❨✳✲✇✳ ❨❛♥❣ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❈♦*♣♦*❛-❡ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
9❡*❢♦*♠❛♥❝❡✱✑ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛' ❙❙❘◆✳
❈❤♦*✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❙✉❜B✐❞✐❡B ❢♦* ❋❉■✿ ■♠♣❧✐❝❛-✐♦♥B ❢*♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐-❤ ❤❡-❡*♦❣❡♥❡♦✉B
✜*♠B✱✑ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ■♥'❡.♥❛'✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱ ✼✽✱ ✶✶✸✕✶✷✺✳
❈♦♥♦✈❡*✱ ❲✳ ✭✶✾✾✾✮✿ 6.❛❝'✐❝❛❧ ◆♦♥♣❛.❛♠❡'.✐❝ ❙'❛'✐5'✐❝5✱ ❲✐❧❡② B❡*✐❡B ✐♥ ♣*♦❜❛❜✐❧✐-②
❛♥❞ B-❛-✐B-✐❝B✱ ◆❡✇ ❨♦*❦✱ ◆❨✿ ❲✐❧❡②✱ ✸✳ ❡❞✳
❉❡ ▲♦❡❝❦❡*✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❉♦ ❡①♣♦*-B ❣❡♥❡*❛-❡ ❤✐❣❤❡* ♣*♦❞✉❝-✐✈✐-②❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢*♦♠
❙❧♦✈❡♥✐❛✱✑ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ■♥'❡.♥❛'✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱ ✼✸✱ ✻✾✕✾✽✳
❉❊❋❘❆ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❙-*✐❦✐♥❣ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡✿ *❡❞✉❝✐♥❣ ❜✉*❞❡♥B❀ ✐♥❝*❡❛B✐♥❣ *❡B♣♦♥B✐❜✐❧✐-②❀ ❡❛*♥✲
✐♥❣ *❡❝♦❣♥✐-✐♦♥ ✲ ❆ *❡♣♦*- ♦♥ ❜❡--❡* *❡❣✉❧❛-✐♦♥ ✐♥ ❢❛*♠✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦♦❞ ❜✉B✐♥❡BB❡B✱✑ ❚❡❝❤✳
❘❡♣✳ 9❇✶✸✺✷✼✱ ❋❛*♠✐♥❣ ❘❡❣✉❧❛-✐♦♥ ❚❛B❦ ❋♦*❝❡✱ ❉❡♣❛*-♠❡♥- ♦❢ ❊♥✈✐*♦♥♠❡♥- ❋♦♦❞
❛♥❞ ❘✉*❛❧ ❆✛❛✐*B ✭❉❊❋❘❆✮✱ ❯♥✐-❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳
❉❡❧❣❛❞♦✱ ▼✳ ❆✳✱ ❏✳ ❈✳ ❋❛*✐♥❛+✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘✉❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❋✐*♠ ♣*♦❞✉❝-✐✈✐-② ❛♥❞
❡①♣♦*- ♠❛*❦❡-B✿ ❛ ♥♦♥✲♣❛*❛♠❡-*✐❝ ❛♣♣*♦❛❝❤✱✑ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ■♥'❡.♥❛'✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱
✺✼✱ ✸✾✼✕✹✷✷✳
❉❡♠✐❞♦✈❛✱ ❙✳ ❛♥❞ ❆✳ ❘♦❞*C❣✉❡③✲❈❧❛*❡ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❚*❛❞❡ 9♦❧✐❝② ✉♥❞❡* ❋✐*♠✲❧❡✈❡❧
❍❡-❡*♦❣❡♥❡✐-② ✐♥ ❛ ❙♠❛❧❧ ❊❝♦♥♦♠②✱✑ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ■♥'❡.♥❛'✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱ ✼✽✱ ✶✵✵✕
✶✶✷✳
❉✐❝❡✱ ▲✳ ❘✳ ✭✶✾✹✺✮✿ ✏▼❡❛B✉*❡B ♦❢ -❤❡ ❆♠♦✉♥- ♦❢ ❊❝♦❧♦❣✐❝ ❆BB♦❝✐❛-✐♦♥ ❇❡-✇❡❡♥ ❙♣❡❝✐❡B✱✑
❊❝♦❧♦❣②✱ ✷✻✱ ✷✾✼✕✸✵✷✳
❉✐①✐F✱ ❆✳ ❑✳ ❛♥❞ ❏✳ ❊✳ ❙F✐❣❧✐F③ ✭✶✾✼✼✮✿ ✏▼♦♥♦♣♦❧✐B-✐❝ ❈♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣-✐♠✉♠
9*♦❞✉❝- ❉✐✈❡*B✐-②✱✑ ❆♠❡.✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✼✱ ✷✾✼✕✸✵✽✳
❉✉❣✉❡F✱ ❊✳ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❆*❡ ❘✫❉ B✉❜B✐❞✐❡B ❛ B✉❜B-✐-✉-❡ ♦* ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥- -♦ ♣*✐✈❛-❡❧②
❢✉♥❞❡❞ ❘✫❉❄✑ ❘❡✈✉❡ ❞✬=❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐'✐>✉❡✱ ✶✶✹✱ ✷✹✺✕✷✼✹✳
❊①✲■♠ ❇❛♥❦ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❆♥♥✉❛❧ ❘❡♣♦*-✱✑ ❚❡❝❤✳ *❡♣✳✱ ❊①♣♦*-✲■♠♣♦*- ❇❛♥❦ ♦❢ -❤❡ ❯♥✐-❡❞
❙-❛-❡B✱ ✽✶✶ ❱❡*♠♦♥- ❆✈❡♥✉❡✱ ◆✳❲✳ ❲❛B❤✐♥❣-♦♥✱ ❉❈ ✷✵✺✼✶✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❆♥♥✉❛❧ ❘❡♣♦*-✱✑ ❚❡❝❤✳ *❡♣✳✱ ❊①♣♦*-✲■♠♣♦*- ❇❛♥❦ ♦❢ -❤❡ ❯♥✐-❡❞ ❙-❛-❡B✱
✽✶✶ ❱❡*♠♦♥- ❆✈❡♥✉❡✱ ◆✳❲✳ ❲❛B❤✐♥❣-♦♥✱ ❉❈ ✷✵✺✼✶✳
❋❛❝❝❤✐♥✐✱ ●✳✱ ❆✳ ▼✳ ▼❛②❞❛✱ ❛♥❞ (✳ ▼✐+❤*❛ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❉♦ ✐♥-❡*❡B- ❣*♦✉♣B ❛✛❡❝- ❯❙
✐♠♠✐❣*❛-✐♦♥ ♣♦❧✐❝②❄✑ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ■♥'❡.♥❛'✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5✱ ✽✺✱ ✶✶✹✕✶✷✽✳
❋♦*F✉♥❡ ▼❛❣❛③✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏▼❛❦❡ ✶✺✵✱✵✵✵✪ ❚♦❞❛②✦✑ ✳
●❛✇❛♥❞❡✱ ❑✳ ❛♥❞ ❯✳ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✭✷✵✵✵✮✿ ✏■B 9*♦-❡❝-✐♦♥ ❢♦* ❙❛❧❡❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡
♦♥ -❤❡ ●*♦BB♠❛♥✲❍❡❧♣♠❛♥ ❚❤❡♦*② ♦❢ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉B 9*♦-❡❝-✐♦♥✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝5
❛♥❞ ❙'❛'✐5'✐❝5✱ ✽✷✱ ✶✸✾✕✶✺✷✳
✶✽✻ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②
●✐"♠❛✱ ❙✳✱ ❨✳ ●♦♥❣✱ ❍✳ ●-"❣✱ ❛♥❞ ❩✳ ❨✉ ✭✷✵✵✾❛✮✿ ✏❈❛♥ *+♦❞✉❝0✐♦♥ ❙✉❜4✐❞✐❡4
❊①♣❧❛✐♥ ❈❤✐♥❛✬4 ❊①♣♦+0 *❡+❢♦+♠❛♥❝❡❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢+♦♠ ❋✐+♠✲❧❡✈❡❧ ❉❛0❛✱✑ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥
❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝/✱ ✶✶✶✱ ✽✻✸✕✽✾✶✳
●✐"♠❛✱ ❙✳✱ ❍✳ ●♦"❣✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙2"♦❜❧ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❊①♣♦+04✱ ✐♥0❡+♥❛0✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡40♠❡♥0✱
❛♥❞ ♣❧❛♥0 ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡✿ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢+♦♠ ❛ ♥♦♥✲♣❛+❛♠❡0+✐❝ 0❡40✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ▲❡22❡*/✱ ✽✸✱
✸✶✼✕✸✷✹✳
●✐"♠❛✱ ❙✳✱ ❍✳ ●-"❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❛❣♥❡" ✭✷✵✵✾❜✮✿ ✏❙✉❜4✐❞✐❡4 ❛♥❞ ❊①♣♦+04 ✐♥ ●❡+♠❛♥②✳
❋✐+40 ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢+♦♠ ❊♥0❡+♣+✐4❡ *❛♥❡❧ ❉❛0❛✱✑ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ◗✉❛*2❡*❧② ✭❢♦*♠❡*❧②✿
❑♦♥❥✉♥❦2✉*♣♦❧✐2✐❦✮✱ ✺✺✱ ✶✼✾✕✶✾✽✳
●✐"♠❛✱ ❙✳✱ ❘✳ ❑♥❡❧❧❡"✱ ❛♥❞ ▼✳ ;✐<✉ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❊①♣♦+04 ✈❡+4✉4 ❋❉■✿ ❆♥ ❊♠♣✐+✐❝❛❧
❚❡40✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦*❧❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ✭❲❡❧2✇✐*2/❝❤❛❢2❧✐❝❤❡/ ❆*❝❤✐✈✮ ✱ ✶✹✶✱ ✶✾✸✕✷✶✽✳
●♦❧❞❜❡"❣✱ ;✳ ❑✳ ❛♥❞ ●✳ ▼❛❣❣✐ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏*+♦0❡❝0✐♦♥ ❢♦+ ❙❛❧❡✿ ❆♥ ❊♠♣✐+✐❝❛❧ ■♥✈❡4✲
0✐❣❛0✐♦♥✱✑ ❆♠❡*✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✱ ✶✶✸✺✕✶✶✺✺✳
●-"❣✱ ❍✳✱ ▼✳ ❍❡♥"②✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙2"♦❜❧ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏●+❛♥0 ❙✉♣♣♦+0 ❛♥❞ ❊①♣♦+0✐♥❣ ❆❝0✐✈✲
✐0②✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ❛♥❞ ❙2❛2✐/2✐❝/✱ ✾✵✱ ✶✻✽✕✶✼✹✳
●"♦<<♠❛♥✱ ●✳ ▼✳ ❛♥❞ ❊✳ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✿ ✏*+♦0❡❝0✐♦♥ ❢♦+ ❙❛❧❡✱✑ ❆♠❡*✐❝❛♥ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✹✱ ✽✸✸✕✽✺✵✳
❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ▼✳ ❏✳ ▼❡❧✐2③✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘✳ ❨❡❛♣❧❡ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❊①♣♦+0 ✈❡+4✉4 ❋❉■ ✇✐0❤
❍❡0❡+♦❣❡♥❡♦✉4 ❋✐+♠4✱✑ ❆♠❡*✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✹✱ ✸✵✵✕✸✶✻✳
❍✐❧❧✱ ▼✳ ❉✳✱ ●✳ ❲✳ ❑❡❧❧②✱ ●✳ ❇✳ ▲♦❝❦❤❛"2✱ ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ❱✳ ◆❡<< ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❉❡0❡+✲
♠✐♥❛♥04 ❛♥❞ ❊✛❡❝04 ♦❢ ❈♦+♣♦+❛0❡ ▲♦❜❜②✐♥❣✱✑ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥2✱ ✹✷✱ ✾✸✶✕✾✺✼✳
❍♦♣❡♥❤❛②♥✱ ❍✳ ❆✳ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❊♥0+②✱ ❊①✐0✱ ❛♥❞ ✜+♠ ❉②♥❛♠✐❝4 ✐♥ ▲♦♥❣ ❘✉♥ ❊Z✉✐❧✐❜+✐✉♠✱✑
❊❝♦♥♦♠❡2*✐❝❛✱ ✻✵✱ ✶✶✷✼✕✶✶✺✵✳
❍✉<<✐♥❣❡"✱ ❑✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❘✫❉ ❛♥❞ 4✉❜4✐❞✐❡4 ❛0 0❤❡ ✜+♠ ❧❡✈❡❧✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ♦❢ ♣❛+❛♠❡0✲
+✐❝ ❛♥❞ 4❡♠✐♣❛+❛♠❡0+✐❝ 0✇♦✲40❡♣ 4❡❧❡❝0✐♦♥ ♠♦❞❡❧4✱✑ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡2*✐❝/✱
✷✸✱ ✼✷✾✕✼✹✼✳
■❣❛♥✱ ❉✳✱ ;✳ ▼✐<❤"❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❚"❡<<❡❧ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❆ ❋✐40❢✉❧ ♦❢ ❉♦❧❧❛+4✿ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
0❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈+✐4✐4✱✑ ✐♥ ◆❇❊❘ ▼❛❝*♦❡❝♦♥♦♠✐❝/ ❆♥♥✉❛❧ ✷✵✶✶✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✻✱ ◆❛0✐♦♥❛❧
❇✉+❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡4❡❛+❝❤✱ ■♥❝✱ ◆❇❊❘ ❈❤❛♣0❡+4✱ ✶✾✺✕✷✸✵✳
❏✉♥❣✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❖♣0✐♠❛❧ ✜①❡❞ ❝♦40 4✉❜4✐❞✐❡4 ✐♥ ▼❡❧✐0③✲0②♣❡ ♠♦❞❡❧4✱✑ ❊♠♣✐*✐❝❛✱ ✸✾✱
✽✼✕✶✵✽✳
❑❛♠♠❡"❡"✱ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏▲♦❜❜②✐♥❣ ❢♦+ ❙✉❜4✐❞✐❡4 ✇✐0❤ ❍❡0❡+♦❣❡♥❡♦✉4 ❋✐+♠4✱✑ ▼❛40❡+
0❤❡4✐4✱ ❯♥✐✈❡+4✐0② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❈❉❙❊✳
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✽✼
✖✖✖ ✭✷✵✶✸❛✮✿ ✏❈♦,♣♦,❛.❡ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❙✉❜9✐❞✐❡9 ✲ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢,♦♠ ❯❙ ❉❛.❛✱✑ ❲♦,❦✐♥❣
♣❛♣❡,✱ ❯♥✐✈❡,9✐.② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❈❉❙❊✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✸❜✮✿ ✏❊①♣♦,. ❙✉❜9✐❞✐❡9✱ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❍❡.❡,♦❣❡♥❡♦✉9 ❋✐,♠9✱✑ ❲♦,❦✐♥❣ ♣❛✲
♣❡,✱ ❯♥✐✈❡,9✐.② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❈❉❙❊✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✸❝✮✿ ✏▲♦❜❜②✐♥❣ ❢♦, ❙✉❜9✐❞✐❡9 ✇✐.❤ ❍❡.❡,♦❣❡♥❡♦✉9 ❋✐,♠9✱✑ ❲♦,❦✐♥❣ ♣❛♣❡,✱
❯♥✐✈❡,9✐.② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❈❉❙❊✳
❑❡❧❧❡#✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙✳ ❘✳ ❨❡❛♣❧❡ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏▼✉❧.✐♥❛.✐♦♥❛❧ ❊♥.❡,♣,✐9❡9✱ ■♥.❡,♥❛.✐♦♥❛❧
❚,❛❞❡✱ ❛♥❞ Q,♦❞✉❝.✐✈✐.② ●,♦✇.❤✿ ❋✐,♠✲▲❡✈❡❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢,♦♠ .❤❡ ❯♥✐.❡❞ ❙.❛.❡9✱✑ ❘❡✲
✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝, ❛♥❞ ❙0❛0✐,0✐❝,✱ ✾✶✱ ✽✷✶✕✽✸✶✳
❑❡##✱ ❲✳ ❘✳✱ ❲✳ ❋✳ ▲✐♥❝♦❧♥✱ ❛♥❞ 3✳ ▼✐5❤#❛ ✭❢♦,.❤❝♦♠✐♥❣✮✿ ✏❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝9 ♦❢
❋✐,♠ ▲♦❜❜②✐♥❣✱✑ ❆♠❡2✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉2♥❛❧✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 7♦❧✐❝②✳
❑✐♠✱ ■✳ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏Q♦❧✐.✐❝❛❧ ❈❧❡❛✈❛❣❡9 ✇✐.❤✐♥ ■♥❞✉9.,②✿ ❋✐,♠ ❧❡✈❡❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ❢♦, ❚,❛❞❡
▲✐❜❡,❛❧✐③❛.✐♦♥✱✑ ❚❡❝❤✳ ,❡♣✳✱ Q,✐♥❝❡.♦♥ ❯♥✐✈❡,9✐.②✳
❑✐#✇❛♥✱ ❇✳ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❚❤❡ ❉✐9.,✐❜✉.✐♦♥ ♦❢ ❯✳❙✳ ❆❣,✐❝✉❧.✉,❛❧ ❙✉❜9✐❞✐❡9✱✑ ❚❡❝❤✳ ,❡♣✳✱
❯♥✐✈❡,9✐.② ♦❢ ▼❛,②❧❛♥❞ ✲ ❆❣,✐❝✉❧.✉,❛❧ ✫ ❘❡9♦✉,❝❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝9 ✭❆❘❊❈✮✳
❑#✉❣♠❛♥✱ 3✳ ✭✶✾✽✵✮✿ ✏❙❝❛❧❡ ❊❝♦♥♦♠✐❡9✱ Q,♦❞✉❝. ❉✐✛❡,❡♥.✐❛.✐♦♥✱ ❛♥❞ .❤❡ Q❛..❡,♥ ♦❢
❚,❛❞❡✱✑ ❆♠❡2✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✵✱ ✾✺✵✕✾✺✾✳
▲❡❞❡#♠❛♥✱ ❉✳✱ ▼✳ ❖❧❛##❡❛❣❛✱ ❛♥❞ ▲✳ 3❛②A♦♥ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❊①♣♦,. ♣,♦♠♦.✐♦♥ ❛❣❡♥✲
❝✐❡9✿ ❉♦ .❤❡② ✇♦,❦❄✑ ❏♦✉2♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥0 ❊❝♦♥♦♠✐❝,✱ ✾✶✱ ✷✺✼✕✷✻✺✳
▲❡✈✐♥5♦❤♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❆✳ 3❡A#✐♥ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❊9.✐♠❛.✐♥❣ Q,♦❞✉❝.✐♦♥ ❋✉♥❝.✐♦♥9 ❯9✐♥❣ ■♥✲
♣✉.9 .♦ ❈♦♥.,♦❧ ❢♦, ❯♥♦❜9❡,✈❛❜❧❡9✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙0✉❞✐❡,✱ ✼✵✱ ✸✶✼✕✸✹✶✳
▲✉❞❡♠❛✱ ❘✳ ❉✳✱ ❆✳ ▼✳ ▼❛②❞❛✱ ❛♥❞ 3✳ ▼✐5❤#❛ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏Q,♦.❡❝.✐♦♥ ❢♦, ❋,❡❡❄ ❚❤❡ Q♦✲
❧✐.✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ♦❢ ❯✳❙✳ ❚❛,✐✛ ❙✉9♣❡♥9✐♦♥9✱✑ ❈❊Q❘ ❉✐9❝✉99✐♦♥ Q❛♣❡,9 ✼✾✷✻✱ ❈✳❊✳Q✳❘✳
❉✐9❝✉99✐♦♥ Q❛♣❡,9✳
▲✉AA♠❡#✱ ❊✳ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❙❡❧❡❝.✐♦♥✱ ●,♦✇.❤✱ ❛♥❞ .❤❡ ❙✐③❡ ❉✐9.,✐❜✉.✐♦♥ ♦❢ ❋✐,♠9✱✑
◗✉❛20❡2❧② ❏♦✉2♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝,✱ ✶✷✷✱ ✶✶✵✸✕✶✶✹✹✳
▼❡❧✐A③✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❚❤❡ ■♠♣❛❝. ♦❢ ❚,❛❞❡ ♦♥ ■♥.,❛✲■♥❞✉9.,② ❘❡❛❧❧♦❝❛.✐♦♥9 ❛♥❞
❆❣❣,❡❣❛.❡ ■♥❞✉9.,② Q,♦❞✉❝.✐✈✐.②✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡02✐❝❛✱ ✼✶✱ ✶✻✾✺✕✶✼✷✺✳
▼✐A#❛✱ ❉✳ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏❊♥❞♦❣❡♥♦✉9 ▲♦❜❜② ❋♦,♠❛.✐♦♥ ❛♥❞ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉9 Q,♦.❡❝.✐♦♥✿ ❆
▲♦♥❣✲❘✉♥ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❚,❛❞❡ Q♦❧✐❝② ❉❡.❡,♠✐♥❛.✐♦♥✱✑ ❆♠❡2✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✱
✶✶✶✻✕✶✶✸✹✳
▼♦✉❧A♦♥✱ ❇✳ ❘✳ ✭✶✾✽✻✮✿ ✏❘❛♥❞♦♠ ❣,♦✉♣ ❡✛❡❝.9 ❛♥❞ .❤❡ ♣,❡❝✐9✐♦♥ ♦❢ ,❡❣,❡99✐♦♥ ❡9.✐✲
♠❛.❡9✱✑ ❏♦✉2♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡02✐❝,✱ ✸✷✱ ✸✽✺✕✸✾✼✳
✶✽✽ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②
▼!❛③♦✈❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚(❛❞❡ ❆❣(❡❡♠❡♥01 ✇❤❡♥ ♣(♦✜01 ♠❛00❡(✱✑ 9❤✳❉✳ 0❤❡1✐1✱ ▲♦♥❞♦♥
❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝1✳
▼!(③♦✈(✱ ▼✳ ❛♥❞ ❏✳ ,✳ ◆❡❛!② ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❙❡❧❡❝0✐♦♥ ❊✛❡❝01 ✇✐0❤ ❍❡0❡(♦❣❡♥❡♦✉1 ❋✐(♠1✱✑
❈❊9 ❉✐1❝✉11✐♦♥ 9❛♣❡(1 ❞♣✶✶✼✹✱ ❈❡♥0(❡ ❢♦( ❊❝♦♥♦♠✐❝ 9❡(❢♦(♠❛♥❝❡✱ ▲❙❊✳
❖❧❧❡②✱ ●✳ ❙✳ ❛♥❞ ❆✳ ,❛❦❡6 ✭✶✾✾✻✮✿ ✏❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝1 ♦❢ 9(♦❞✉❝0✐✈✐0② ✐♥ 0❤❡ ❚❡❧❡❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛0✐♦♥1 ❊O✉✐♣♠❡♥0 ■♥❞✉10(②✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡&'✐❝❛✱ ✻✹✱ ✶✷✻✸✕✶✷✾✼✳
❖66❛✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶❛✮✿ ✏❆ ✧◆❡✇ ❚(❛❞❡✧ ❚❤❡♦(② ♦❢ ●❆❚❚✴❲❚❖ ◆❡❣♦0✐❛0✐♦♥1✱✑ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢
.♦❧✐&✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✶✾✱ ✶✷✷✕✶✺✷✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✶❜✮✿ ✏❚(❛❞❡ ❲❛(1 ❛♥❞ ❚(❛❞❡ ❚❛❧❦1 ✇✐0❤ ❉❛0❛✱✑ ◆❇❊❘ ❲♦(❦✐♥❣ 9❛♣❡(1
✶✼✸✹✼✱ ◆❛0✐♦♥❛❧ ❇✉(❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡1❡❛(❝❤✱ ■♥❝✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏9(♦✜01 ✐♥ 0❤❡ ✧◆❡✇ ❚(❛❞❡✧ ❆♣♣(♦❛❝❤ 0♦ ❚(❛❞❡ ◆❡❣♦0✐❛0✐♦♥1✱✑ ❆♠❡'✐❝❛♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✷✱ ✹✻✻✕✹✻✾✳
,❛✈❝♥✐❦✱ ◆✳ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❚(❛❞❡ ▲✐❜❡(❛❧✐③❛0✐♦♥✱ ❊①✐0✱ ❛♥❞ 9(♦❞✉❝0✐✈✐0② ■♠♣(♦✈❡♠❡♥0✿ ❊✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❢(♦♠ ❈❤✐❧❡❛♥ 9❧❛♥01✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙&✉❞✐❡6✱ ✻✾✱ ✷✹✺✕✼✻✳
,❡:!✐♥✱ ❆✳✱ ❇✳ ,✳ ,♦✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲❡✈✐♥6♦❤♥ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏9(♦❞✉❝0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❡10✐♠❛0✐♦♥
✐♥ ❙0❛0❛ ✉1✐♥❣ ✐♥♣✉01 0♦ ❝♦♥0(♦❧ ❢♦( ✉♥♦❜1❡(✈❛❜❧❡1✱✑ ❙&❛&❛ ❏♦✉'♥❛❧✱ ✹✱ ✶✶✸✕✶✷✸✳
,❢❧?❣❡!✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙✳ ❘✉66❡❦ ✭✷✵✶✹✮✿ ✏❚(❛❞❡ ❛♥❞ ■♥❞✉10(✐❛❧ 9♦❧✐❝✐❡1 ✇✐0❤ ❍❡0❡(♦❣❡✲
♥❡♦✉1 ❋✐(♠1✿ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❈♦✉♥0(② ❆1②♠♠❡0(✐❡1✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥&❡'♥❛&✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱
✷✷✱ ✶✼✵✕✶✽✽✳
,❢❧?❣❡!✱ ▼✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙✉❡❞❡❦✉♠ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❙✉❜1✐❞✐③✐♥❣ ✜(♠ ❡♥0(② ✐♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡1✱✑
❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ .✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✾✼✱ ✷✺✽✕✷✼✶✳
❘❡❜❡②!♦❧✱ ❱✳ ❛♥❞ ❏✳ ❱❛✉❞❛② ✭✷✵✵✽✮✿ ✏▲✐✈❡ ♦( ❧❡0 ❞✐❡✿ ✐♥0(❛✲1❡❝0♦(❛❧ ❧♦❜❜②✐♥❣ ♦♥ ❡♥✲
0(②✱✑ ❉♦❝✉♠❡♥01 ❞❡ 0(❛✈❛✐❧ ❞✉ ❈❡♥0(❡ ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙♦(❜♦♥♥❡ ❜❧❛✵✽✵✸✻✱ ❯♥✐✈❡(1✐0d
9❛♥0❤d♦♥✲❙♦(❜♦♥♥❡ ✭9❛(✐1 ✶✮✱ ❈❡♥0(❡ ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙♦(❜♦♥♥❡✳
❘❡❞❞✐♥❣✱ ❙✳ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚❤❡♦(✐❡1 ♦❢ ❍❡0❡(♦❣❡♥❡♦✉1 ❋✐(♠1 ❛♥❞ ❚(❛❞❡✱✑ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇
♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✸✱ ✼✼✕✶✵✺✳
❘✐❝❤:❡!✱ ❇✳ ❑✳✱ ❑✳ ❙❛♠♣❤❛♥:❤❛!❛❦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋✳ ❚✐♠♠♦♥6 ✭✷✵✵✾✮✿ ✏▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
❚❛①❡1✱✑ ❆♠❡'✐❝❛♥ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ .♦❧✐&✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✸✱ ✽✾✸✕✾✵✾✳
❘♦❞!✐❦✱ ❉✳ ✭✶✾✽✻✮✿ ✏❚❛(✐✛1✱ 1✉❜1✐❞✐❡1✱ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛(❡ ✇✐0❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉1 ♣♦❧✐❝②✱✑ ❏♦✉'♥❛❧
♦❢ ■♥&❡'♥❛&✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✷✶✱ ✷✽✺✕✷✾✾✳
❙❦❛✐❢❡✱ ❍✳ ❆✳✱ ❉✳ ❱❡❡♥♠❛♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲❡!♥❡! ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❈♦(♣♦(❛0❡ ▲♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞
❈❊❖ 9❛②✱✑ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛& ❙❙❘◆ ✷✸✹✵✺✵✶✳
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✽✾
❙!❛♥❞❛%❞ ❛♥❞ &♦♦%✬) ✭✷✵✵✸✮✿ ❙!❛♥❞❛%❞ ❛♥❞ &♦♦%✬) ❈♦♠♣✉)!❛! ❯)❡%✬) ●✉✐❞❡✱ ❚❤❡
▼❝●-❛✇✲❍✐❧❧ ❈♦♠♣❛♥✐❡9✱ ■♥❝✳
✖✖✖ ✭✷✵✵✹✮✿ ❙!❛♥❞❛%❞ ❛♥❞ &♦♦%✬) ❘❡)❡❛%❝❤ ■♥)✐❣❤! ◆♦%!❤ ❆♠❡%✐❝❛ ❉❛!❛ ●✉✐❞❡ ✱ ❚❤❡
▼❝●-❛✇✲❍✐❧❧ ❈♦♠♣❛♥✐❡9✱ ■♥❝✳
❙②✈❡$%♦♥✱ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❲❤❛A ❉❡A❡-♠✐♥❡9 C-♦❞✉❝A✐✈✐A②❄✑ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐!❡%❛✲
!✉%❡✱ ✹✾✱ ✸✷✻✕✸✻✺✳
❚❤❡ ❍✉❢❢✐♥❣2♦♥ 3♦%2 ✭✷✵✶✹✮✿ ✏❚❡♥ ❊①❛♠♣❧❡9 ♦❢ ❲❡❧❢❛-❡ ❢♦- A❤❡ ❘✐❝❤ ❛♥❞ ❈♦-♣♦-❛✲
A✐♦♥9✱✑ ✳
❚❤❡ ❙❡♥❛2❡ ❖❢❢✐❝❡ ♦❢ 3✉❜❧✐❝ ❘❡❝♦$❞% ✭✷✵✶✵✮✿ ✏▲♦❜❜②✐♥❣ ❉✐9❝❧♦9✉-❡ ❆❝A ●✉✐❞✲
❛♥❝❡✱✑ ❖♥❧✐♥❡ &✉❜❧✐❝❛!✐♦♥✳
❯❙❉❆ ✭✷✵✵✾✮✿ ✷✵✵✼ ❈❡♥)✉) ♦❢ ❆❣%✐❝✉❧!✉%❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✱ &❛%! ✺✶✱ ●❡♦❣%❛♣❤✐❝ ❆%❡❛ ❙❡✲
%✐❡)✳ ❯♥✐!❡❞ ❙!❛!❡) ❙✉♠♠❛%② ❛♥❞ ❙!❛!❡ ❉❛!❛✱ ❯✳❙✳ ❉❡♣A✳ ♦❢ ❆❣-✐❝✉❧A✉-❡✱ ◆❛A✐♦♥❛❧
❆❣-✐❝✉❧A✉-❛❧ ❙A❛A✐9A✐❝9 ❙❡-✈✐❝❡✱ ❲❛9❤✐♥❣A♦♥✱ ❉✳❈✳
❱❡♥❛❜❧❡%✱ ❆✳ ❏✳ ✭✶✾✽✼✮✿ ✏❚-❛❞❡ ❛♥❞ ❚-❛❞❡ C♦❧✐❝② ✇✐A❤ ❉✐✛❡-❡♥A✐❛A❡❞ C-♦❞✉❝A9✿ ❆
❈❤❛♠❜❡-❧✐♥✐❛♥✲❘✐❝❛-❞✐❛♥ ▼♦❞❡❧✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉%♥❛❧✱ ✾✼✱ ✼✵✵✕✼✶✼✳
❱♦❣❡❧✱ ❆✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲❛❣♥❡$ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❍✐❣❤❡- C-♦❞✉❝A✐✈✐A② ✐♥ ■♠♣♦-A✐♥❣ ●❡-♠❛♥ ▼❛♥✉✲
❢❛❝A✉-✐♥❣ ❋✐-♠9✿ ❙❡❧❢✲9❡❧❡❝A✐♦♥✱ ▲❡❛-♥✐♥❣ ❢-♦♠ ■♠♣♦-A✐♥❣✱ ♦- ❇♦A❤❄✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦%❧❞
❊❝♦♥♦♠✐❝) ✭❲❡❧!✇✐%!)❝❤❛❢!❧✐❝❤❡) ❆%❝❤✐✈✮✱ ✶✹✺✱ ✻✹✶✕✻✻✺✳
❲❛❣♥❡$✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❊①♣♦-A9✱ ❢♦-❡✐❣♥ ❞✐-❡❝A ✐♥✈❡9A♠❡♥A✱ ❛♥❞ ♣-♦❞✉❝A✐✈✐A②✿ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢-♦♠ ●❡-♠❛♥ ✜-♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛A❛✱✑ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ▲❡!!❡%)✱ ✶✸✱ ✸✹✼✕✸✹✾✳
✖✖✖ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❊①♣♦-A9 ❛♥❞ C-♦❞✉❝A✐✈✐A②✿ ❆ ❙✉-✈❡② ♦❢ A❤❡ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢-♦♠ ❋✐-♠✲❧❡✈❡❧
❉❛A❛✱✑ ❲♦%❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✸✵✱ ✻✵✕✽✷✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❲❡- ✇✐-❞ 9✉❜✈❡♥A✐♦♥✐❡-A❄ ❙✉❜✈❡♥A✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡✉A9❝❤❡♥ ■♥❞✉9A-✐❡✉♥✲
A❡-♥❡❤♠❡♥ ✶✾✾✾✲✷✵✵✻✱✑ &❡%)♣❡❦!✐✈❡♥ ❞❡% ❲✐%!)❝❤❛❢!)♣♦❧✐!✐❦✱ ✶✶✱ ✹✼✕✼✹✳
✖✖✖ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏■♥A❡-♥❛A✐♦♥❛❧ A-❛❞❡ ❛♥❞ ✜-♠ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✿ ❛ 9✉-✈❡② ♦❢ ❡♠♣✐-✐❝❛❧ 9A✉❞✐❡9
9✐♥❝❡ ✷✵✵✻✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦%❧❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✭❲❡❧!✇✐%!)❝❤❛❢!❧✐❝❤❡) ❆%❝❤✐✈✮ ✱ ✶✹✽✱ ✷✸✺✕✷✻✼✳
❨❛%❛$✱ ▼✳✱ ❘✳ ❘❛❝✐❜♦$%❦✐✱ ❛♥❞ ❇✳ 3♦✐ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏C-♦❞✉❝A✐♦♥ ❢✉♥❝A✐♦♥ ❡9A✐♠❛A✐♦♥ ✐♥
❙A❛A❛ ✉9✐♥❣ A❤❡ ❖❧❧❡② ❛♥❞ C❛❦❡9 ♠❡A❤♦❞✱✑ ❙!❛!❛ ❏♦✉%♥❛❧✱ ✽✱ ✷✷✶✕✷✸✶✳
❈✉""✐❝✉❧✉♠ ❱✐(❛❡
✵✾✴✷✵✶✶✲✵✼✴✷✵✶✹ ❯♥✐✈❡%&✐'② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ●%❛❞✉❛'❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝& ❛♥❞
❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡&
❉♦❝+♦,❛❧ ❙+✉❞✐❡4 ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝4
✵✽✴✷✵✶✵✲✵✺✴✷✵✶✶ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡%&✐'②✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝& ❉❡♣❛%'♠❡♥'
❱✐4✐+✐♥❣ <❤❉ 4+✉❞❡♥+
✵✾✴✷✵✵✾✲✵✽✴✷✵✶✶ ❯♥✐✈❡%&✐'② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠
▼✳❙❝✳ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡4❡❛,❝❤
✵✽✴✷✵✵✽✲✵✶✴✷✵✵✾ ❇♦❝❝♦♥✐ ❯♥✐✈❡%&✐'②✱ ▼✐❧❛♥✱ ■'❛❧②
❱✐4✐+✐♥❣ 4+✉❞❡♥+
✵✾✴✷✵✵✻✲✵✽✴✷✵✵✾ ❯♥✐✈❡%&✐'② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠
❇✳❙❝✳ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝4
✵✻✴✷✵✵✺ ❘♦❜❡%'✲❇♦&❝❤✲●②♠♥❛&✐✉♠✱ ▲❛♥❣❡♥❛✉✱ ●❡%♠❛♥②
✏❆❜✐+✉,✑ ✭❍✐❣❤ ❙❝❤♦♦❧ ❉✐♣❧♦♠❛✮
✶✾✵
